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2 Applications linéaires et matrices

2.1 Application linéaire définition

Définition 8 Une application linéaire u : E — F posséde les
propriétés suivantes :

- u(Z +7) = u(Z) + u(@) VZi,j € E

- u(AZ) = du(F) Vi€ E M€K
Une application linéaire est donc un espace vectoriel.

2.2 Noyau et image d’une application li-
néaire
Définition 9 L’image par u du vecteur nul de E est toujours
le vecteur nul de F.
Définition 10 keru = {7 € E|u(¥) = 0}
- Imu = {u(#)|7 € E}
Définition 11 Soit u € L(E;F), alors on a les propriétés
suivantes :
— L'image par u d'une famille lide de E est une famille
liée de I
L'image par u d’une famille génératrice de E est une
famille génératrice de Tmu

2.3 Projection

Définition 12 Soit un espace vectoriel E, F, et Fy deus
sous-espaces vectoriels de E tels que E = Fy @ Fy, on ap-
pelle projection ou encore projecteur sur Fi parallélement
F, lapplication u de E dans E définie par : u(Z) =& si & =
T+ To 00Ty € 1,32 € Fy

2.4 Détermination d’une
néaire

application li-

Définition 13 Soient £ = é1,...,€, une base de E et u €
L(E; F), alors u est entiérement définie par la famille de vec-
teurs u(€j);_; . (cette famille est génératrice de Imu).
Définition 14 Soient u € L(E;F),& € E,£ = &,...,6,
une base de E, F = ﬁ, .“,f,,, une base de F. Si on connait
les composantes de & et des vecteurs u(€;) -

n
s u@) = agfii=1,..m
i=1

Sion a§=u() alors

7= Zyif:' avec y.:Z iTii=1,....,m
=

i=1

2.5 Caractérisation de injective, surjective
et bijective

Théoréme 2 Soit u € L(E; F), alors on a les trois équiva-
lences :
— u est injective
~keru=0
- limage par u de toute famille libre de E est une famille
libre de F

Théoréme 3 Soit u € L(E; F), alors on a les trois équiva-
lences :

— u est surjective

-Imu=F
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~ Vimage par u de toute famille génératrice de E est une
famille génératrice de F

Théoréme 4 Soit u € L(E; F), alors on a les trois équiva-
lences :

— u est bijective

-Imu=F etkeru=0

_ Pimage par u de toute base de E est une base de F

2.6 Isomorphismes

Définition 15 - homomorphisme : appl. lin. de E dans
F

- endomorphisme : appl. lin. de E dans E

~ isomorphimse : appl. lin. bijective de E dans F

~ automorphimse : appl. lin. bijective de E dans E

Définition 16 La réciproque ou inverse de ¢ : E — F notée
¢! est telle que g~ o ¢p = ip et pod™! = ip Si ¢! est
définie, ¢ et ¢~" sont des isomorphismes.

2.7 Matrices

Définition 17 Soient E et F deuz espaces vectoriels munis
des bases £ = E1,...,6n et F = fi,..., fn etu € L(E;F).
On appelle matrice de u dans les bases de E et de F le tableau
A de scalaires & m lignes et n colonnes dont la j° colonne est
composée des composantes de u(€;) dans la base de F. Ainsi
pour j = 1,2,...,n on peut écrire u(&;) = Y™, ai;fi. On
appelle My, la matrice & m lignes et n colonnes

Définition 18 Sila matrice A est carrée, on a : trace (A) =

i ai

Définition 19 A; représente la j° colonne de A, A; repré-
sente le i¢ ligne de A

2.8 Espace vectoriel des matrices

Définition 20 Si A + B = C alors cij = ag; + by;
ml<j<n

1<i<
Définition 21 Si M = C alors c;; = Aajj.

2.9 Produit de deux matrices

Définition 22 A - u, B > v et C — w alors C = AB =
w=uovete; =g awby; i=1,...mj=1,..,p

Définition 23 Si A est une matrice carrée, la matrice in-
verse de A notée A~' est définie par AA™' = A"'A=1. De
plus (AB)~! = B-1A~1

2.10 Transposée d’une matrice

Définition 24 Si A € Moy, la matrice transposée de A est
AT € Mum et (aT)i; = aji- On a la propriété suivante :
(AB)T = BTAT,(AT)T = A,(A+B)" = AT+ BT,(\)" =
AT
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5.3 Diagonalisation des matrices

triques

symé-

Théoréme 21 Soit A € My,(R) une matrice symétrique,
alors :
A a toutes ses valeurs propres réelles
~ il ediste une base orthonormée de vecteurs propres de A
- A est diagonalisable dans R et il eviste une matrice P
orthogonale telle que D = PTAP soit une matrice dia-
gonale.

5.4 Formes quadratiques

5.4.1 Matrice définie positive

Définition 46 On dit quune matrice est semi-définie posi-
tive si 27 Az > 0, Yz € R*. On dit qu’elle est définie positive
si de pluszT Az =0=>z =0.
Proposition 42

- A définie positive = a;; > 0 Vi

- A semi-définie positive = az; > 0 Vi

Proposition 43 Une matrice symétrique définie positive est
inversible.

5.4.2 Définition d’une forme quadratique

Définition 47 On appelle forme quadratique sur R™, un po-
lynéme homogéne de degré 2 en les variables ( z1,...,Tn ),
c’est & dire une expression de la forme :

> Bumzs

1<i<i<n

.
a@) = Y o+
i=1

P ition 44 Une dii 7 ire et suffi pour
que g soit une forme quadratique est qu’il existe une matrice
symétrique A appartenant i Man(R) telle que q(z) = =7 Az,
cette matrice étant unique.

De plus A se retrouve par a; = a; et a;; = a;;

5.4.3 Forme quadratique définie positive
Définition 48 On dit que la forme quadratique q(z) =
27 Az est
définie positive si la matrice A est définie positive,
- semi-définie positive si la matrice A est semi-définie po-
sitive.

5.4.4 Réduction de Gauss d'une forme quadratique

Définition 49 Premiere méthode (il y a des termes auz car-
rés dans votre forme quadratique ) : On regroupe tous les
termes faisant intervenir une méme variable dans un poly-
néme q* et on factorise, par ez pour x1 : q* (x) = T3 +2T1 72—
4z133 donnera q*(z) = (z1 + 72 — 273)% — (72 — 223)” puis
on recommence avec chacune des variables pour obtenir seule-
ment une addition de termes au carré.

Définition 50 Deuzieme méthode ( il n’y a pas de termes
aug carrés dans votre forme quadratique ) : On regroupe tous
les termes faisant intervenir deuz méme variables dans un
polynéme ¢ et on factorise, par ez pour =, et x> : q*(x) =
4z175 + 43175 — 87174 + ATa7s + Amazs dommera q*(z) =
(@1 + @2+ 223 — 74)? — (T1 — 2 +334)” — 4(23 + 24) (T3 — 224)
On peut étre amené i utiliser identité :
ab=1((a+t - (a—b)?)

uarp
-I[ona aoedse ‘ouirou ‘airereds jmpoid T1°G

SuaIpI[ona sadedsy g

On recommence la réduction avec la premiere méthode si
des termes au carré apparaissent sinon on continue avec cette
méthode et on recommence avec chacune des variables pour
obtenir seulement une addition de termes au carré.

5.5 Espace hermitien
5.5.1 Forme sesquilinéaire

Définition 51 On appelle forme sesquilinéaire sur Ex E,
une application ¢ de Ex E dans C vérifiant les propriétés sui-
vantes :

- Elle est linéaire par rapport a son premier argument

STy + iz, §) = A1, §) + p(d + YA, 1 € C

- Elle est anti-linéaire par rapport i son deuziéme ar-
gument

O(F, i + uif2) = Mp(F,51) + AH(E, §72) YA, i, € C

5.5.2 Produit hermitien, espace hermitien, matrice
hermitienne

Définition 52 On appelle forme sesquilinéaire hermi-
tienne sur E une forme sesquilinéaire (Z,5) — ¢(Z,7) de
E x E dans C possédant la propriété suivante : ¢(j,7) =
&(Z,7), c’est Uanalogue de la forme bilinéaire symétrique.

Définition 53 On appelle produit hermitien sur E, une
forme sesquilinéaire ¢ de Ex E dans C, hermitienne et définie
positive, c’est a dire : ¢(Z,&) > 0,VZ # 0 en effet ¢(Z.Z) € R
Définition 54 Un espace vectoriel sur C de dimension finie
mauni d’un produit hermitien est appelé espace hermitien.

Définition 55 Soit A € M,,(C), on appelle adjointe de A
et on note A* la matrice A* = AT. On dit que A est une
matrice hermitienne si A* = A

5.5.3 Orthogonalité dans les espaces hermitiens

Définition 56 Si E est un espace hermitien, on dit que 2
vecteurs & et if sont orthogonauz si leur produit hermitien est
nul. (Z,7) =0.

Définition 57 On dit que la matrice H € M,,,,(C) est uni-
taire si H*H = 1.

Théoréme 22 Une matrice hermitienne a toutes ses valeurs
propres réelles et est diagonalisable dans R. La matrice de
changement de base qui intervient alors est unitaire.

6 Equations différentielles

6.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit 7 un intervalle ouvert de R, to € Tet f: I xR 3 R
continue sur I x R, alors si f vérifie la condition de Lip-
schitz suivante :

1l existe une constante L > O telle que V¢ € I,z,z €
R |f(t.z) - f(t.2)| < Llz -2,

alors le systéme

{ @'(t) = f(t,2(t),

@(to) = o,

admet une solution unique pour tout ¢ € IVzy € R



