1 Statistiques Descriptives

1.1 Variable Discrete

Définition 1 Soit x une variable discréte, a valeurs dans V, =
{€1,..., €6k} avec & < ... < &x. Une distribution de n ob-
servations de x peut étre représentée sous forme d'un tableau
de fréquences ou figure pour chaque modalité de i de z, le
nombre ny d'observations ayant la valeur £x.La fréquence rela-
tive est fr = “E. La fréquence cumulée est Fj, = Zle 1

1.2 Variable Continue

Définition 2 Si z est continue, on partitionne le domaine de
définition de = en K classes. On prendra la regle de Sturges pour
calculer K. K =1+ 13—010g10 n.

Pour une variable discrete, on va utiliser un diagramme en
baton, alors que pour une variable continue, on va utiliser un
histogramme, ou l'aire de chaque rectangle est proportionnel
a Deffectif.

1.3 Fonction de répartition empirique

Définition 3 La fonction de répartition empirique est :

F:R—[0,1]

1, 1 —
i=1

1.4 Indicateur de tendance centrale

7 = 15" ;. Dans le

T n

Définition 4 Moyenne empirique :

L 1K
cas des classes, ona : T = = > | nic

Proposition 1 La somme des écarts a la moyenne empirique

. n ) — n o ..
estnulle: " | (z; —%) = >_,_; #; —nT La moyenne empirique
est la valeur la plus proche au sens de la somme des carrés des
écarts.

Définition 5 Fractile d'ordre o
fa =0 =)z + 723541

avec j = |la(n+ 1) ety=a(n+1)—j

1.5 Indicateur de dispertion

Définition 6 La variance empirique : s = 237" | (2, —7)% =
S SAN
n i=1"1
. .. s Aa . ox2 1 n )2 —
La variance empirique corrigée : s*° = —= > " (z; —T)° =
n_ o2
n718

1.6 Boite & Moustaches

Définition 7 |l s’agit d'un graphique formé d'une boite déli-
mitée par le premier et le troisieme quartile, ou figure aussi la
médiane (fo.5) Des segments de droites s'étendent de part et
d'autre de la boite jusqu'au point le plus extréme a une distance
inférieure a 1.5H. Les autres points sont représentés individuel-
lement. H est la hauteur de la boite.
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2 Rappel de Probabilité
2.1 Probabilité

Proposition 2 Propriétés des probabilitées :
- P(0)=0;

P(A)=1-P(A);

ACB= P(A) < P(B);

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB);

P(UA;) <32 P(A);

Proposition 3 A et B sont indépendant si P(A N B)
P(A)P(B). n événements Ay, ..., A, sont indépendant si pour
toute partie I de [1,n] : P(NicrA;) = e P(4;).

2.2 Variables Aléatoires
Proposition 4 Propriétés de la densité
- Vo f(x)>0
- Jo fx)de =1

- Pla < X <z+4 Az) = f(x)Ax + o(Ax)
2.3 Fonction de répartition

Définition 8 F' : R — [0, 1] definie par Yz € R : F(z)
P(X <z).

Proposition 5 Propriété de la fonction de répartition
— F est croissante et continue a droite.
lim, o F(z) =0
lim, 400 Fi(z) =1
Pla< X <b)=F(b)— F(a)
Si X est continue, alors F' est dérivable et on a F'(z)

Jo f(tat

2.4 Espérance mathématique

Proposition 6 Propriétés de |'espérance
- Si X >0, alors E(X) >0
- Ela)=a
- E(aX +bY)=aFE(x)+bE(Y)

2.5 Variance

Proposition 7 Propriétés de la variance
- BE(X —a)?) =Var(X) + (E(X) — a)?
- Var(X) = B(X?) — (B(X))?
- Var(aX +b) = a®*Var(X)
- P(X ~ E(X)| > ko) <

2.6 Autres moments

Définition 9
— Moment centré d'ordre k : jux = E([X — E(X)]?)
— Moment non centré d'ordre k : m;, = E(X%)

2.7 Convergence Stochastique

Définition 10 La suite (X,,) converge en probabilité vers a si
Ve > 0 et n >0, dng tel que Vn > ng

P(|X,—a|])>¢)<n
.On note (X,) Loa la convergence en probabilité de X,, vers
X revient a étudier la convergence de X — X, vers 0. Condition :

Si E(X,,) — aetVar(X,) — 0, alors X,, 2.



Définition 11 La suite (X,,) converge presque slirement vers
a si Ve et m, Ing tel que n > ng entraine :

P(IXn—a] >€)U...U(|Xnpi—a|l >e)U...) <7

- X, X = (X, - X) 25

Condition : X,, 25 ¢ = max; | Xnti —al — 0

Définition 12 La suite (X,,) converge dans LP vers X si
limy—4os B(| X, — X[P) =0

Définition 13 La suite (X,,) converge en loi vers X de fonc-
tion de répartition F’ si en tout point de continuité de F' la suite
(F,) des fonctions de répartition de (X,,) converge vers F'. On

note (X,,) Lx

Proposition 8 On a (X,,) = X et (V,) = C.
— Cvg p.s. = Cvg en P = Cvg en Loi
- X, +Y, L Xx+C
- XY, L ox

Xa 5, X5 C#£0

Théoréme 1 (Loi des grands nombres) Si (X,,) est une
suite de v.a. indépendantes de méme loi et d’espérance pu, alors

Xyt +Xp
P converge p.s. vers (.

Théoréme 2 Théoréme central limite : (X,,) suite de v.a. in-
dépendantes de méme loi, d'espérance p et de variance o2 finie,
alors

15~ X; —
R
=
quand n — oo
Pour la loi Binomiale, ona: P(X =z) ~ ® (“"”I(’IFO‘EQ
np(1—p

Proposition 9 Autres approximations :
- Si X ~ P()) alors X\*F;)‘ L>/\/'(O,1) quand A — o0

- Si X, ~ x2 alors X—\mln” L N(0,1) quand n — oo

3 Echantillonnage

3.1 Notation

Définition 14 On appellera échantillon le n-uplet de variables
aléatoires (Xi,...,X,). Une réalisation de cet échantillon est
alors le n-uplet (x1,...,x,).

3.2 Statistique X

Définition 15 La statistique X ou moyenne empirique est
X =15 X, Si X a une espérance p, alors E(X) = p.
Si X a une variance o2, alors Var(X)

2 . e
2. Si X a une espé-
n

=~ DP-S.
rance p, alors X — p.

2

3.3 Statistiques S? et S*2

Définition 16 La statistique S? ou variance empirique est
-8 = LY (X - X)2 B(S?) = He? = E[X7] -
EX7);
_ 5*2 —_ nﬁ152 :
- E[S*?] = o2
S5*2 est un estimateur sans biais de o2.

oy . . p.s.
Proposition 10 Si X a une variance o2, alors $? == ¢2.

3.4 Généralisation : moments empiriques

Définition 17
— Moment empirique centré d'ordre k :

e = L Z(Xi - X)F

n -
=1

— Moment empirique non centré d'ordre k :

i=1

Les moments empiriques d'un échantillon iid (Xi,...,X,)
convergent p.s. vers les moments théoriques correspondants de
X.

3.5 Fonction de répartition empirique

Définition 18 Fonction de répartition empirique : ﬁ‘(m) =
LS lxi<w)- On a Vo € R F(z) © F(z). De plus

D,, = sup, |F(x) — F(z)| est une v.a. qui ne dépend plus de X.

3.6 Echantillon gaussiens

On suppose dans ce paragraphe que X ~ N (i, 0?)

Définition 19
— 2
- X~ N(:u’ %)

_ nS?
o2

~x2_;. X et 5% sont indépendantes.

3.7

Définition 20 Soit z1,...,z, une réalisation de X1,...,X,
d'une v.a. X. X suit une probabilité dépendant d'un parametre
réel 6.

loi jointe et vraisemblance

— X est continue : L(0;21,...,2,) = f(x1,...,2,;0) =
H7:1f(xi;9)
— X est discrete : L(0;21,...,2,) = P(X1 =21,..., X, =

In; 9) = H?le(XZ = T, 9)

L'application 8 — L(6;x1,...,x,) est appelée vraisem-
blance de 8. C'est une fonction de vraisemblance.

X1y &n — L(B;21,...,2,) est une probabilité ou une
densité.

4 Estimation

4.1 formalisation et notation

Définition 21 On appelle estimateur du parametre de 6 toute
fonction de I'échantillon X5,... X,,.

Définition 22 Si T' = ¢(Xy,...X,) est un estimateur, { =
o(x1,...,xy), réalisation de cet estimateur, est appelée estima-
tion.



4.2 Estimateur convergent

Définition 23 Un estimateur T' du paramétre 6 est convergent
si T' converge en probabilité vers § quand n — oo, c-a-d si
Ve > 0, lim, oo P(|T — 0| > €) = 0.

4.3 Estimateur sans biais

Définition 24

Un estimateur T est dit sans biais si quelle que soit la taille
n de I'échantillon, et @ la valeur du paramétre, E(T) = 6.
— La quantité E(T) — 0 est appelée biais de I'estimateur T
— Un estimateur est dit asymptotiquement sans biais si quel
que soit 0, lim,,_,, E(T) = 6.

Si T est un estimateur sans biais ou asymptotiquement sans
biais et si lim,,_,o, Var(T) = 0, alors T est convergent.

4.4 Précision

Définition 25 La précision d'un estimateur T est mesurée par
R(T,0) = E[(T — 0)?] = Var(T) + (BE(T) — 0)2. T} est plus
précis que Ty si R(T1,0) < R(T3,0).

4.5 Exhaustivité

Définition 26 Une statistique T est exhaustive si et seulement
si il existe 2 fonctions g et h telles que :

- L(@;l’l,...,.’tn) = g(tve)h(xh - T )’

— ou encore L(6; X1,...,X,) =g(T,0)h(X1,...,Xn).

4.6 Estimateur sans biais et de variance mi-
nimale

Théoreme 3
— S'il existe un estimateur 1" de 6 sans biais de variance mi-
nimale, alors il est unique presque siirement.
— S’il existe une statistique exhaustive U pour le parametre de
0, alors I'estimateur 1" de 6 sans biais de variance minimale
ne dépend que de U.

4.7 Inégalité de Fréchet—Darmois—Cramer—
Rao et estimateur efficace

Théoréme 4 Si les conditions suivantes de Cramer-Rao :
— Le support de X (ensemble pour lequel f(x,0) > 0) est
indépendant de 6
- %(9;3@1, ...,Z,) existe et est continue par rapport a 6
- I,(0) = E[(f“nL(e Xi,...,X,))?] finie

- 35 et “09 intégrables par rapport a I'échantillon
sont vérifiées, alors Var(d) > (1} ((99))) ou u est une fonction

M)ﬂ —

quelqconque. et I'on a I,,(0) = E[(%5; fE(‘92 InLy

002

Proposition 11 Si les conditions de Cramer-Rao sont véri-
fiées, on a :

- E[dglL(e X1,..,X,)]=0;
1.(0) = [((’)lnL) ] :7E[82}9112L]

Définition 27 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
un estimateur sans biais dont la variance atteint la borne de
Cramer-Rao est appelé estimateur efficace.

Théoréme 5 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
alors @ est un estimateur efficace de u(#) <= 3 une fonction A
indépendante de X7,..., X, telle que 22L(0;X4,...,X,) =

A(n,0)(u — u(9)).

Définition 28 Un estimateur sans biais est dit asymptotique-
ment efficace si les conditions de Cramer-Rao sont vérifiées et si
la variance tend vers la borne de Cramer-Rao lorsque la taille de
I'échantillon tends vers I'infini.

Proposition 12 Si 4 est un estimateur efficace de u(#), alors

Var(a) = :(/7(:)2,). De plus un estimateur efficace est exhaustif.

5 Meéthodes d’estimation

5.1 Estimation de l’espérance et de la va-
riance

Estimateur sans biais, convergents, a distribution asymp-
totique normale :

— de I'espérance : =X

— de la variance : 6 = §*2

5.2 Maximum de vraisemblance
O L (92, 29,...,2,) =0 -
? ( 1y L2y n —p0=20
{ 889 (0 T1,T2,. .., n)<0 MV

5.3 Propriétés

Proposition 13 Soit 6 un estimateur du maximum de vraisem-
blance de 6 et u une application de R — R. Alors, sous certaines
conditions de régularité, u(é) est un estimateur du maximum de
vraisemblance.

Proposition 14 S'il existe un estimateur efficace de 6, il est
identique (p.s.) a l'unique solution de I'équation de vraisem-
blance.

Proposition 15 S'il existe une statistique exhaustive T', alors
I'estimateur du maximum de vraisemblance est fonction de T'.

Proposition 16 Soit 6y la vraie valeur du parameétre. Sous
certaines conditions, il existe une suite (6),>1 de solutions de
I"équation de vraisemblance qui converge en probabilité vers 6 :

0, £ 0,

Proposition 17 Sous certaines conditions de régularité, pour
toute suite (6,,),>1 de solutions de I'équation de vraisemblance

t.q.éieo, ona:

O L N
1/In(00)

5.4 Méthode des moments
5.4.1 Principe

On écrit : (mq,...,mg) = g(0)
Si g est inversible on en déduit : § = g~ (my, ...

La méthode des moments consiste a prendre :

0,, = gil(ml, cey M)



5.4.2 Propriétés

Les estimateurs 6,, obtenus par la méthode des moments
sont :

— convergents : Oy, L9

— asymptotiquement gaussiens :

V(0 — 8) L N(0,02)

6 Intervalles de confiance

6.1 Définition

Xi,..., X, étant un échantillon i.i.d dont la loi parente
X a une distribution dépendante du parametre réel 6, a un
réel quelconque fixé appartenant & ]0, 1[, on appelle intervalle
de confiance pour le parametre # au niveau de confiance 1 —
a tout intervalle [Ty, T5] ou Ty et Ty sont deux statistiques
vérifiant P(T} <0 <Tp)=1-«a.

6.2 Construction

— Choisir un estimateur 1" de # dont on connait la loi de
probabilité en fonction de 6;

— Déterminer f(7,6) dont la loi de probabilité ne dépend
plus de 6 : la fonction pivotale ;

— Si c’est possible, en déduire P(T; < 0 <Ty) =1— « ou
T, et T sont des statistiques fonctions de T'.

6.3 Variable normale

Hypothese : Xi,...,X,, X; ~ N(u,
confiance 1 — «, intervalle bilatéral.

0?) , niveau de

6.3.1 Moyenne

1. Si o est connue, on a T' = X (estimateur) et § = u, on

sait que f(T,0) = 222 ~ N(0, 1).
N
Comme P(u ug < X—n < ul,%) = 1 — «, on obtient
— v —
comme I.C [X — Frui-g, X + \/ﬁul,%]. En unilatéral,

on écrit P(% < uj_o) =1— et on obtiendrait [X —
v

n

%ul—aa +OO]

2. Sinon, on remplace o par S* pour remarquer que

= ~ Tp—1 (pleure pas).
(n—l) 50*22 } ~ X?L_1

n—1
X—np

e < 5
\Sftn 1177,X+\an 11-g]-

On obtient alors P(—t,_1,1-g <

<tpori-g) =

1—adoulL.C=[X —

6.3.2 Variance

1. Si p est connue, l'estimateur T est ’estimateur de maxi-

mum de vraisemblance 62 = 13" (z; — )%, don
X X
f(T,0) = 7%: =y (= 'u)2 ~ X2 et on utilise la
———
~N(0 1)
relation P(X27 <o’ < - )

nil—g Xo,

M\Q

2. Sinon, l'estimateur est S*? et f(T,0) = (n — 1)5*2 ~
Xn—1-
En utilisant

S
P(Xi—l;% <(n-1) )

on obtient [(n — 1)

6.4 Utilisation du maximum de vraisem-
blance

Soit 6 un parametre, 6 son estimateur de maximum de vrai-

é_Tg L, N(0,1), ce qui constitue une fonc-
In
tion asymptotiquement pivotale pour 6.

semblance. Alors

7 Tests

7.1 Definitions
7.1.1 Hypotheses

Soit X ~ Py,0 € O. Une hypotheése est une partie H de
0 : H C O. Elle est simple si H est un singleton, composite
sinon. Un probléeme de test consiste en un choix entre deux
hypotheses Hy et Hi. Elles sont supposées complémentaires :
HomHl :Q)et HOUH1 = 0.

7.1.2 Regle de décision

Une regle de décision est une application ¢ : R® — D qui
a toute réalisation de I’échantillon (z1,...,z,) associe une
décision ¢(z1,...,x,) (choix de Hy ou de Hy). Pour résoudre
le test, on partitionne ’espace en deux sous-ensembles :
— W = ¢~ 1(d;) des réalisations pour lesquelles on rejette
Hy : c’est la région critique.
— W = ¢~ Y(dp) des réalisations pour lesquelles on rejette
H; : la région d’acceptation.
Remarque : La détermination des hypotheses et de la ré-
gion critique doit se faire avant de connaitre le résultat de
P’expérience.

7.1.3 Risques et puissance

— Le risque de premiére espéce est la probabilité de reje-
ter & tort ’hypothese nulle. Soit Y8y € Ho,ag,(p) =
Py—p,((X1,...,Xn) € W). Si Hy est une hypothese
simple, on notera a(yp) ou «a s’il n’y a pas d’ambiguite
sur le test.

— La borne supérieure du risque de premiere espece est le
niveau de signification du test : a*(¢) = supg, ¢ g, @, ()

— Le risque de seconde espéce est la probabilité d’ac-
cepter a tort I’hypotheése nulle. V0, € Hi, By, (@)
PQ:QI((X]_, - ,Xn) S W)

— La quantité 1— /3y, () est appelée puissance du test (pour
6 = 01) : c’est la probabilité d’accepter & juste titre Hj.
La fonction 61 — 1— g, (¢) est la fonction de puissance.

7.2 Méthode de Neyman—Pearson

On controle le risque de premiere espece en le rendant in-
férieur a une valeur fixée a priori a un o* donné. On se res-
treint donc & la classe C(a*) = {¢ : R” — {do, d1 } g, (¢) <
a*,V0y € Hp}. On cherche alors ¢* € C(a*) telle que 1 —
B, (¢*) = max,ec(ar) (1 — Bo, (¢))V61 € Hyi. On cherche donc
le test le plus puissant pour un niveau de signification donné.



7.3 Cas particuliers

7.3.1 Hyp. simple vs Hyp. simple

H()I
Hy:

Théoréeme 6 (Neyman et Pearson) La région critique op-

On veut tester

6 = 0o
0 =01(# by)

timale vérifie une relation de la forme H > A\, ol A\
se calcule par Py, ((X1,...,X,) e W) =a*
7.3.2 Hyp. simple vs Hyp. composite
1. On veut résoudre
Hy : 0= 00 - Hy: 0=10o
Hy 06E(90¢E) H; : 9:91(916E)

Si la région critique W; est indépendante de ¢ et toujours
égale a W, elle est optimale pour le test § = 6y contre
0 € E. L’erreur de seconde espece sera une fonction de 6,
mais sera toujours minimale pour o* donné. Le test est
donc dit UPP (Uniformément Plus Puissant).

2. Cas non UPP : si W; n’est pas constant, la stratégie
de Neyman—Pearson ne peut s’appliquer. On conserve la
contrainte o = Pp,((X1,...,X,) <€ W) < o* fixé et
on recherche une région critique en utilisant une fonction
pivotale.

7.3.3 Hyp. composite vs Hyp. composite
1. Test UPP

Définition 29 Une famille de lois Lg est une famille a rap-

port de vraisemblance monotone s'il existe une statistique
L(9,§$17-~7xn)

- soit une fonction croissante de ¢
L(0;z1,...,%0)

T telle que
pour &' > 6.

Théoréme 7 (Lehman) Si la famille des lois Ly est a
rapport de vraissmblance monotone, alors le probleme de

test
HO :
Hi :

admet un test UPP défini par une région critique de la forme
T > A ou A est défini par Py—p, (T > A) = a*.

0 <0
0 > 6y

2. Test non UPP

Forme générale : X suit une loi dépendant de plusieurs
parametres dont le parameétre réel € sur lequel porte le

test :
Hy: 60=20, autres parametres inconnus
H;,: 0>,<,# 60y autres parametres inconnus
Stratégie :

— Trouver une fonction pivotale de 6

— Proposer une forme de région critique raisonnable

— Déterminer cette région critique en prenant o =
Py, (X e W) =a*.

8 Tests d’hypothese :
de 2 échantillons

comparaison

8.1 Comparaison de deux échantillons gaus-
siens

Définition 30 (loi de Fisher) Si X et Y sont 2 variables

aléatoires indépendantes de loi de proba respectives X:%l et XEQ,
alors la variable 2
Y/V2

liberté.

suit une loi de Fisher a v; et 15 degrés de

1
Fyvna = I (voir les tables)
va,V1,l—«

8.1.1 Variances : test de Fisher

HQS

{Hozai,:o%/
Hll

Hi:0% # 0%
Régions critiques : S32/S3? < F—1m-1.0 ou S3¢/S%? >
Fn—l,m—l,a-

Hy:0% =03 (HC)

Hy:0% < (resp >) oy (HCO)
Régions critiques : S32/53? < Fy—1.m—1.a (resp SZ/S3* >

Fn—l,m—l,a)-

Test unilatéraux : {

8.1.2 Moyennes : test de Student

Estimateur de la variance commune a 2 populations gaus-
siennes (N =m +n) : $*2 = 5 ((n — 1)S%2 + (m — 1)S%2).

N—2
N—2)5*2 -1)S¥ -1)S3?
Remarque : Y=25" _ (n=1)Sy | (m 02) Y~ XA

X ~N(ux,0%) et Y ~ N(uy,0?) :

Ho:px = py
Hy:px # py

Région critique :
X-Y

S*y/1/n+1/m
X-Y

d S/tniijm >1IN-21-a/2

<IN_2,a/2

8.2 Tests non paramétriques

8.2.1 Test de Wilcoxon

H():FX:FY
H,: Fx > Fy

Suite Wx : fusion des réalisations des deux échantillons et

classement par ordre croissant.
Si les deux échantillons on la méme distribution (Fx = Fy)

alors E(Wyx) = W et Var(Wy) = W

Région critique : Wx < W — Uit/ w

8.3 Echantillons appariés

Pour I’étude de couples, en regle général, on étudie la dif-
férence : D; = Y; — X;.

Hoimezo
Hy:me> ou < ou #0



8.3.1 Test du signe

On compte le nombre de D; > 0 (soit ¥; > X;). Nous avons
donc une B(n,p). Le test d’égalité est donc p = 1/2.

Hy :p=1/2(<= médiane M = 0)
Hy:p>1/2(<—= M > 0)

En cas de valeurs égales, on supprime simplement les
couples correspondant a ces égalité.

8.3.2 Test de Wilcoxon signé

On ordonne les valeur D; par ordre de valeur absolues crois-
santes (en supprimant les ex-aequo), puis a calculer la somme
W, des rangs associés aux valeurs positives.

Sous Hy : E(W,) = "t ot Var(W,) =

Pour la région crlthue on utilise les tables statistiques,
avec W : W+ > A. Pour n > 19, on utilise le fait que W, est
asymptotiquement gaussien.

n(n+1)(2n+1)
24

9 Tests d’adéquation

Hy :
Hy :

9.1 Test du y?

9.1.1 Loi multinomiale

X~L
X ne suit pas L

Définition 31 On considére une expérience aléatoire pouvant
prendre K valeurs avec les probabilité py, ..., px. Ayant réalisé n
fois cette expérience, il est possible de définir le vecteur aléatoire
(N1,...,Ng) ol Nk est le nombre de fois ot la valeur k a été
obtenue. Ce vecteur suit alors par définition une loi multinomiale
de paramétre py,...,px,n. Sa loi de probabilité est définie par
P(Nl - 7’L1,...7NK = nK) = n,nirr'”(,p?l p?{K

Théoréeme 8 Si (Ny,...,Nj) est un vecteur aléatoire sui-
vant une loi multinomiale de paramétres pi,...,px,n, alors

ZK (Nkf’ﬂpk)2
k=1 npr
degrés de liberté.

suit asymptotiquement une loi du x? a3 K — 1

9.1.2 Principe du test

La premiere étape de ce test consiste a définir K classes
en répartissant les valeurs possibles de la v.a. X en K sous-
ensemble. On peut alors associer a un échantillons de taille
n le vecteur aléatoire (Ni,...,Ng). Il est alors possible de
calculer les probabilités py de chacune des classes a partir de
la définition des classes et de la loi de probabilité L.

. Hj : les parametres sont les pg
Ce qui donne : N
Hj : les parametres ne sont pas les pg

2
Fonction pivotale : D? = Zszl We=npe)”

npk XK-1
ZK
k=1

(Ne—npg)?
NPk

Région critique : D? = > X%(—l,l—a

9.1.3 Remarques

— Ceci est applicable uniquement si np; > 5. Sinon, il faut
faire des regroupement par classe de fagon a ce qu’on aie
npk > o.

— Si certains parametres de la loi de ’hypothése Hy ne
sont pas connus, il est possible de les remplacer par leur
estimateur du maximum de vraissemblance, mais alors

(N —npi)? 2 \ .
Zk 1 ™ X —1-, OU 7 est le nombre de
parametres réel estimés.
— En pratique, on utilise souvent ’expression suivante :

K N}
Zk) 1 npkk
9.1.4 Application aux tables de contingence

On considere 2 variables aléatoires X et Y ne pouvant
prendre respectivement que r et s valeurs (variables quan-
titatives). La donnée d’un échantillon (X1,Y71),...,(Xn,Ys)
permet alors de définir une table de contingence (N;j,i €
[1,r],5 € [i,s]) oula modalité ¢ a été prise simultanément avec

la modalité j. On définit aussi les marges N; = Zje[l,s] Nij
et Nj =2 icn,qNij:
XY 1 j s
1 Nyt Nyj Nis | Ny,
i | Na Nij Nis | N;.
T er Nrj Nrs Nr.
N; --- N, N,

On cherche a verifier si deux variables X et Y sont indé-
pendantes. Pour ceci, on effectue le test :

Hy : X et Y sont indépendantes
H; : X et Y ne sont pas indépendantes
On a donc

N N )
Z Z ~ X%rﬂ)(sq)

TL

9.2 Test de Kolmogorov

Soit F' la fonction de répartition empirique dont est issu
I’échantillon et Fj la fonction de répartition de X sous Hy,

[ Hy:F=F,
alors le test est : { Hy:F+Fy

D,, = sup, |F(x) — Fy(x)| a une distribution qui, sous I’hy-
pothese Hy, ne dépend plus de la loi de X.

Région critique : Dy, > dy 1—q= (dp1—qa~ sur les tables
statistiques)

D, = max max (|F(a:l) — Fo(zy)|, | F(z;) — Fo(xi)|)

Remarques :

— Le test n’est applicable que pour les v.a. continues.

— Si le test de K. est applicable, il est plus rigoureux que le
test du x2 puisqu’il ne necessite aucune approximation.

— La loi de référence doit étre parfaitement connue. Lors-
qu’on veut vérifier si une distribution est gaussienne sans
préciser plus les parametres de la loi, le test de K. n’est
donc pas applicable ; toutefois, un test de normalité s’ap-
puyant sur la statistique D,, a pu étre défini de la fagon
suivante : on estime les parametres de la distribution par
X et S*2 et on prend comme région critique :

~sia=0.05 (vn+ % —0.01)D,, > 0.895;
~sia=001 (Va+ 22 985 —0.01)D,, > 1.035.

T—T

On a alors D} = sup, \F( ) —
Ce test de normalité est appelé test de Stephens (ou de
Lilliefors). De la méme fagon, on peut faire un test d’ex-
ponentialité : on détermine D,, en prenant X comme es-
timateur du parametre de la loi exponentielle et on prend
comme région critique :



~sia=0.05 (Vn+ 077% —0.26)D,, > 1.094;
—sia=001 (Vn+ 32 —026)D, > 1.308.

10 Analyse de la variance

10.1 Estimation des parametres du modele
Soient k échantillons de taille n; et de loi :
X ~ N (uj, 0°

),Vie [0, .,nk]

La méthode du maximum de vraisemblance donne :

T kv = i(kK - X K
= LSS T = LS s
k=11i=1 k=1

Mais il est preferable de retemr comme estimateur sans
biais de I'espérance : 57 Zk:l(nk 1)S;2, appelé MSW

On on déduit également que : X = % Zi{:l neXr

10.2 Formule de ’analyse de la variance

ZZXk X5 —|—ZX X5)?

SSB

2.2 (i

SST

SSwW

Dispersion totale = Dispersion intra-classe + Dispersion

inter-classe

10.3 Moyenne des dispersions

— variance totale : M ST = % ;
— variance intra-modalités : MSW = 25 V}g ;
— variance inter-modalités : M SB = S S E{.

10.4 vérification des hypotheses du modele

— test de normalité : test de Kolmogorov ou du x?2
— test d’égalité des variances (Bartlett) :

H()I
Hli

On rejette Hy si B > X% _1 1_o« » Avec :

01 = 09 =

Ik, 1

.=0K
O—k#o—la

K
B=(N-K)In(MSW) = (n — 1)In S}
k=1

10.5 Test de ’analyse de la variance

Pour tester si les K population ont la méme distribution, il
. Hy : = = .=
suffit de faire le test : { H(lJ : glli‘,l U;k Lo, IK
et la région critique est de la forme : ﬁgﬁ, >Fr 1,N-K,1-a
On présente souvent les calculs intermédiaires dans un «ta-

bleau d’analyse de la variance» :

Variation | Inter-modalité | Intra-modalité | total

° de liberté K-1 N-K N -1
> des 2 SSB SSW SST

Moy. des 2 | MSB = 228 [ MSW = 5%
Rapport F= %g‘g

10.6 Effet du facteur :

— si on accepte Hy, le facteur n’a pas d’effet, et la procédure
s’arréte.

— sinon, il est interessant de tester 1’égalité des moyennes 2
a 2. La région critique pour la comparaison des niveaux
ketlest:

procédure LSD

| X5 — X
\/MSW -+ )

Wi

>IN _Ka-er

10.7 Le calcul du début a la fin

- Calculer les Xk,Sk , k= .,K. Rappel : X =
& 2 e Xk

— SSW =3, (ny, — 1)Sp2, MSW = 25 o

- SSB = ank(Xk —7) = anng —]\LXQ7 MSB =
SSB
ret MSB

— La région critique est W : F = 3757 > (ou <
selon le test) Fx_1 N—k1—a*-

— Eventuellement : tester la validité du modele (test de

normalité de chaque échantillon avec Lillefors-Stephen,
test d’égalité des variances avec Fisher pour deux échan-
tillons, Bartlett pour plus : voir 10.4).

10.8 Le test de Kruskal-Wallis

C’est un équivalent non paramétrique de ’analyse de la

variance, qui ne suppose pas la normalité des échantillons. Le

ot _ SSB . .

test repose sur la statistique H = 3757 calculée sur les rangs :

on mélange toutes les valeurs, on les range par ordre croissant
et on leur attribue un rang.

Les valeurs de SSB et SST deviennent :

SSB = Z ZRZ

N+1)

NN+1 N- 1
SST — I 1;( )
N(N+1) 15 s .
etdoncMSTz%:%dou.
K ng
SSB 12 1
H: = — 2 N 1
MST N(N—l—l);nk ;R +1)

Si N n’est pas trop petit, H suit approximativement une
loi x%_,. La région critique du test est donc :

W : H > X%(—l;l—a



