
Définition11Lasuite(Xn)convergepresquesûrementvers
asi∀εetη,∃n0telquen>n0entraine:

P((|Xn−a|>ε)∪...∪(|Xn+i−a|>ε)∪...)<η

Onnote
–Xn

p.s.
−−→a;

–Xn
p.s.
−−→X⇒(Xn−X)

p.s.
−−→.

Condition:Xn
p.s.
−−→a⇒maxi|Xn+i−a|

P
−→0

Définition12Lasuite(Xn)convergedansL
p

versXsi
limn→+∞E(|Xn−X|

p
)=0

Définition13Lasuite(Xn)convergeenloiversXdefonc-
tionderépartitionFsientoutpointdecontinuitédeFlasuite
(Fn)desfonctionsderépartitionde(Xn)convergeversF.On

note(Xn)
L
−→X

Proposition8Ona(Xn)
L
−→Xet(Yn)

L
−→C.

–Cvgp.s.⇒CvgenP⇒CvgenLoi

–Xn+Yn
L
−→X+C

–XnYn
L
−→CX

–
Xn

Yn

L
−→

X
CSiC6=0

Théorème1(Loidesgrandsnombres)Si(Xn)estune
suitedev.a.indépendantesdemêmeloietd’espéranceµ,alors
X1+···+Xn

nconvergep.s.versµ.

Théorème2Théorêmecentrallimite:(Xn)suitedev.a.in-
dépendantesdemêmeloi,d’espéranceµetdevarianceσ

2
finie,

alors
1
n

∑n
i=1Xi−µ

σ√
n

L
−→N(0,1)

quandn→∞
PourlaloiBinomiale,ona:P(X=x)'Φ

(

x−np+0.5 √np(1−p)

)

Proposition9Autresapproximations:

–SiXλ∼P(λ)alors
Xλ−λ √

λ

L
−→N(0,1)quandλ→∞

–SiXn∼χ
2
nalors

Xn−n √
2n

L
−→N(0,1)quandn→∞

3Echantillonnage

3.1Notation

Définition14Onappelleraéchantillonlen-upletdevariables
aléatoires(X1,...,Xn).Uneréalisationdecetéchantillonest
alorslen-uplet(x1,...,xn).

3.2StatistiqueX

Définition15LastatistiqueXoumoyenneempiriqueest
X=

1
n

∑n
i=1Xi.SiXauneespéranceµ,alorsE(X)=µ.

SiXaunevarianceσ
2
,alorsVar(X)=

σ
2

n.SiXauneespé-

ranceµ,alorsX
p.s.
−−→µ.

3.3StatistiquesS
2
etS

∗2

Définition16LastatistiqueS
2
ouvarianceempiriqueest

–S
2

=
1
n

∑n
i=1(Xi−X)

2
.E(S

2
)=

n−1
nσ

2
=E[X

2
i]−

E[X
2
];

–S∗2=
n

n−1S
2
;

–E[S∗2]=σ
2
.

S∗2estunestimateursansbiaisdeσ
2
.

Proposition10SiXaunevarianceσ
2
,alorsS

2p.s.
−−→σ

2
.

3.4Généralisation:momentsempiriques

Définition17
–Momentempiriquecentréd’ordrek:

µ̂k=
1

n

n∑

i=1

(Xi−X)
k

–Momentempiriquenoncentréd’ordrek:

m̂k=
1

n

n∑

i=1

(Xi)
k

Lesmomentsempiriquesd’unéchantilloniid(X1,...,Xn)
convergentp.s.verslesmomentsthéoriquescorrespondantsde
X.

3.5Fonctionderépartitionempirique

Définition18Fonctionderépartitionempirique:F̂(x)=
1
n

∑n
i=11(Xi≤x).Ona∀x∈RF̂(x)

ps
−→F(x).Deplus

Dn=supx|F̂(x)−F(x)|estunev.a.quinedépendplusdeX.

3.6Echantillongaussiens

OnsupposedansceparagraphequeX∼N(µ,σ
2
)

Définition19

–X∼N(µ,
σ

2

n)

–
nS

2

σ2∼χ
2
n−1.XetS

2
sontindépendantes.

3.7loijointeetvraisemblance

Définition20Soitx1,...,xnuneréalisationdeX1,...,Xn

d’unev.a.X.Xsuituneprobabilitédépendantd’unparamètre
réelθ.

–Xestcontinue:L(θ;x1,...,xn)=f(x1,...,xn;θ)=
Π
n
i=1f(xi;θ)

–Xestdiscrète:L(θ;x1,...,xn)=P(X1=x1,...,Xn=
xn;θ)=Π

n
i=1P(Xi=xi;θ)

–L’applicationθ→L(θ;x1,...,xn)estappeléevraisem-
blancedeθ.C’estunefonctiondevraisemblance.

–x1,...,xn→L(θ;x1,...,xn)estuneprobabilitéouune
densité.

4Estimation

4.1formalisationetnotation

Définition21Onappelleestimateurduparamètredeθtoute
fonctiondel’échantillonX1,...Xn.

Définition22SiT=ϕ(X1,...Xn)estunestimateur,t=
ϕ(x1,...,xn),réalisationdecetestimateur,estappeléeestima-
tion.

2

–siα=0.05(√n+
0.5 √
n−0.26)Dn>1.094;

–siα=0.01(√n+
0.5 √
n−0.26)Dn>1.308.

10Analysedelavariance

10.1Estimationdesparamètresdumodèle

Soientkéchantillonsdetaillenketdeloi:

X
i
k∼N(µ

i
k,σ

2
),∀i∈[0,...,nk]

Laméthodedumaximumdevraisemblancedonne:
–µkMV=Xk

–σ̂
2
MV=

1

N

K∑

k=1

nk ∑

i=1

(X
i
k−Xk)

2
=

1

N

K∑

k=1

(nk−1)S∗2
k

Maisilestpréférablederetenircommeestimateursans
biaisdel’espérance:

1
N−K

∑K
k=1(nk−1)S∗2

k,appeléMSW

Onondéduitégalementque:X=
1
N

∑K
k=1nkXk

10.2Formuledel’analysedelavariance

∑

k

∑

i

(X
i
k−X)

2

︸︷︷︸

SST

=
∑

k

∑

i

(X
i
k−Xk)

2

︸︷︷︸

SSW

+
∑

k

(X−Xk)
2

︸︷︷︸

SSB

Dispersiontotale=Dispersionintra-classe+Dispersion
inter-classe

10.3Moyennedesdispersions

–variancetotale:MST=
SST
N−1;

–varianceintra-modalités:MSW=
SSW
N−K;

–varianceinter-modalités:MSB=
SSB
K−1.

10.4vérificationdeshypothèsesdumodèle

–testdenormalité:testdeKolmogorovouduχ
2

–testd’égalitédesvariances(Bartlett):

{
H0:σ1=σ2=...=σK
H1:∃k,lσk6=σl,

OnrejetteH0siB≥χ
2
K−1,1−α∗,avec:

B=(N−K)ln(MSW)−
K∑

k=1

(nk−1)lnS∗2
k

10.5Testdel’analysedelavariance

PourtestersilesKpopulationontlamêmedistribution,il

suffitdefaireletest:

{
H0:σ1=σ2=...=σK
H1:∃k,lσk6=σl,

etlarégioncritiqueestdelaforme:
MSB
MSW>FK−1,N−K,1−α

Onprésentesouventlescalculsintermédiairesdansun«ta-
bleaud’analysedelavariance»:

VariationInter-modalitéIntra-modalitétotal
◦delibertéK−1N−KN−1 ∑

des
2

SSBSSWSST

Moy.des
2

MSB=
SSB
K−1MSW=

SSW
N−K

RapportF=
MSB
MSW

10.6Effetdufacteur:procédureLSD

–sionaccepteH0,lefacteurn’apasd’effet,etlaprocédure
s’arrête.

–sinon,ilestinteressantdetesterl’égalitédesmoyennes2
a2.Larégioncritiquepourlacomparaisondesniveaux
ketlest:

Wkl:|Xk−Xl| √

MSW(
1
nk+

1
nl)

>tN−K;1−
α∗
2

10.7Lecalculdudébutàlafin

–CalculerlesXk,S
?2
k,k=1,...,K.Rappel:X=

1
N

∑

knkXk.

–SSW=
∑

k(nk−1)S
?2
k,MSW=

SSW
N−K.

–SSB=
∑

knk(Xk−X)=
∑

knkX2
k−NX2,MSB=

SSB
K−1.

–LarégioncritiqueestW:F=
MSB
MSW>(ou<

selonletest)FK−1,N−K,1−α?.
–Éventuellement:testerlavaliditédumodèle(testde

normalitédechaqueéchantillonavecLillefors-Stephen,
testd’égalitédesvariancesavecFisherpourdeuxéchan-
tillons,Bartlettpourplus:voir10.4).

10.8LetestdeKruskal-Wallis

C’estunéquivalentnonparamétriquedel’analysedela
variance,quinesupposepaslanormalitédeséchantillons.Le
testreposesurlastatistiqueH=

SSB
MSTcalculéesurlesrangs:

onmélangetouteslesvaleurs,onlesrangeparordrecroissant
etonleurattribueunrang.

LesvaleursdeSSBetSSTdeviennent:







SSB=

K∑

k−1

1

nk
(

nk ∑

i=1

R
i
k)

2
−
N(N+1)

2

4

SST=
N(N+1)(N−1)

12

etdoncMST=
SST
N−1=

N(N+1)
12d’où:

H=
SSB

MST
=

12

N(N+1)

K∑

k−1

1

nk
(

nk ∑

i=1

R
i
k)

2
−3(N+1)

SiNn’estpastroppetit,Hsuitapproximativementune
loiχ

2
K−1.Larégioncritiquedutestestdonc:

W:H>χ
2
K−1;1−α

7

8.3.1 Test du signe

On compte le nombre de Di > 0 (soit Yi > Xi). Nous avons
donc une B(n, p). Le test d’égalité est donc p = 1/2.

{
H0 : p = 1/2(⇐⇒ médiane M = 0)
H1 : p > 1/2(⇐⇒M > 0)

En cas de valeurs égales, on supprime simplement les
couples correspondant à ces égalité.

8.3.2 Test de Wilcoxon signé

On ordonne les valeurDi par ordre de valeur absolues crois-
santes (en supprimant les ex-aequo), puis à calculer la somme
W+ des rangs associés aux valeurs positives.

Sous H0 : E(W+) = n(n+1)
4 et V ar(W+) = n(n+1)(2n+1)

24

Pour la région critique, on utilise les tables statistiques,
avec W : W+ > A. Pour n > 19, on utilise le fait que W+ est
asymptotiquement gaussien.

9 Tests d’adéquation

{
H0 : X ∼ L
H1 : X ne suit pas L

9.1 Test du χ2

9.1.1 Loi multinomiale

Définition 31 On considère une expérience aléatoire pouvant
prendreK valeurs avec les probabilité p1, . . . , pK . Ayant réalisé n
fois cette expérience, il est possible de définir le vecteur aléatoire
(N1, . . . , NK) où NK est le nombre de fois où la valeur k a été
obtenue. Ce vecteur suit alors par définition une loi multinomiale
de paramètre p1, . . . , pK , n. Sa loi de probabilité est définie par
P (N1 = n1, . . . , NK = nK) = n!

n!...nK !p
n1

1 . . . pnKK .

Théorème 8 Si (N1, . . . , Nk) est un vecteur aléatoire sui-
vant une loi multinomiale de paramètres p1, . . . , pK , n, alors
∑K

k=1
(Nk−npk)2

npk
suit asymptotiquement une loi du χ2 à K − 1

degrés de liberté.

9.1.2 Principe du test

La première étape de ce test consiste à définir K classes
en répartissant les valeurs possibles de la v.a. X en K sous-
ensemble. On peut alors associer à un échantillons de taille
n le vecteur aléatoire (N1, . . . , Nk). Il est alors possible de
calculer les probabilités pk de chacune des classes à partir de
la définition des classes et de la loi de probabilité L.

Ce qui donne :

{
H0 : les paramètres sont les pk
H1 : les paramètres ne sont pas les pk

Fonction pivotale : D2 =
∑K

k=1
(Nk−npk)2

npk
∼ χ2

K−1

Région critique : D2 =
∑K

k=1
(Nk−npk)2

npk
> χ2

K−1,1−α

9.1.3 Remarques

– Ceci est applicable uniquement si npk > 5. Sinon, il faut
faire des regroupement par classe de façon à ce qu’on aie
npk > 5.

– Si certains paramètres de la loi de l’hypothèse H0 ne
sont pas connus, il est possible de les remplacer par leur
estimateur du maximum de vraissemblance, mais alors

D2 =
∑K

k=1
(Nk−npk)2

npk
∼ χ2

K−1−r où r est le nombre de
paramètres réel estimés.

– En pratique, on utilise souvent l’expression suivante :

D2 =
∑K

k=1
N2
k

npk
− n

9.1.4 Application aux tables de contingence

On considère 2 variables aléatoires X et Y ne pouvant
prendre respectivement que r et s valeurs (variables quan-
titatives). La donnée d’un échantillon (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)
permet alors de définir une table de contingence (Nij , i ∈
[1, r], j ∈ [i, s]) où la modalité i a été prise simultanément avec
la modalité j. On définit aussi les marges Ni. =

∑

j∈[1,s]Nij

et N.j =
∑

i∈[1,s]Nij :

XY 1 · · · j · · · s
1 N11 · · · N1j · · · N1s N1.

...
...

. . .
...

. . .
...

...
i Ni1 · · · Nij · · · Nis Ni.

...
...

. . .
...

. . .
...

...
r Nr1 · · · Nrj · · · Nrs Nr.

N.1 · · · N.j · · · N.s

On cherche à verifier si deux variables X et Y sont indé-
pendantes. Pour ceci, on effectue le test :{
H0 : X et Y sont indépendantes
H1 : X et Y ne sont pas indépendantes
On a donc

D2 =
∑

i

∑

j

(Nij − Ni.N.j
n )2

Ni.N.j
n

∼ χ2
(r−1)(s−1)

9.2 Test de Kolmogorov

Soit F la fonction de répartition empirique dont est issu
l’échantillon et F0 la fonction de répartition de X sous H0,

alors le test est :

{
H0 : F = F0

H0 : F 6= F0

Dn = supx |F̂ (x)−F0(x)| a une distribution qui, sous l’hy-
pothèse H0, ne dépend plus de la loi de X.

Région critique : Dn > dn,1−α∗ (dn,1−α∗ sur les tables
statistiques)

Dn = max
i

max
(

|F̂ (xi)− F0(xi)|, |F̂ (x−i )− F0(xi)|
)

Remarques :
– Le test n’est applicable que pour les v.a. continues.
– Si le test de K. est applicable, il est plus rigoureux que le

test du χ2 puisqu’il ne necessite aucune approximation.
– La loi de référence doit être parfaitement connue. Lors-

qu’on veut vérifier si une distribution est gaussienne sans
préciser plus les paramètres de la loi, le test de K. n’est
donc pas applicable ; toutefois, un test de normalité s’ap-
puyant sur la statistique Dn a pu être défini de la façon
suivante : on estime les paramètres de la distribution par
X et S∗2 et on prend comme région critique :
– si α = 0.05 (

√
n+ 0.85√

n
− 0.01)Dn > 0.895 ;

– si α = 0.01 (
√
n+ 0.85√

n
− 0.01)Dn > 1.035.

On a alors D?
n = supx |F̂ (x)− Φx−x

S? |
Ce test de normalité est appelé test de Stephens (ou de
Lilliefors). De la même façon, on peut faire un test d’ex-
ponentialité : on détermine Dn en prenant X comme es-
timateur du paramètre de la loi exponentielle et on prend
comme région critique :

6

4.2 Estimateur convergent

Définition 23 Un estimateur T du paramètre θ est convergent
si T converge en probabilité vers θ quand n → ∞, c-à-d si
∀ε > 0, limn→∞ P (|T − θ| > ε) = 0.

4.3 Estimateur sans biais

Définition 24
– Un estimateur T est dit sans biais si quelle que soit la taille

n de l’échantillon, et θ la valeur du paramètre, E(T ) = θ.
– La quantité E(T )− θ est appelée biais de l’estimateur T .
– Un estimateur est dit asymptotiquement sans biais si quel

que soit θ, limn→∞E(T ) = θ.
– Si T est un estimateur sans biais ou asymptotiquement sans

biais et si limn→∞ V ar(T ) = 0, alors T est convergent.

4.4 Précision

Définition 25 La précision d’un estimateur T est mesurée par
R(T, θ) = E[(T − θ)2] = V ar(T ) + (E(T ) − θ)2. T1 est plus
précis que T2 si R(T1, θ) < R(T2, θ).

4.5 Exhaustivité

Définition 26 Une statistique T est exhaustive si et seulement
si il existe 2 fonctions g et h telles que :

– L(θ;x1, . . . , xn) = g(t, θ)h(x1, . . . , xn) ;
– ou encore L(θ;X1, . . . , Xn) = g(T, θ)h(X1, . . . , Xn).

4.6 Estimateur sans biais et de variance mi-
nimale

Théorème 3
– S’il existe un estimateur T de θ sans biais de variance mi-

nimale, alors il est unique presque sûrement.
– S’il existe une statistique exhaustive U pour le paramètre de
θ, alors l’estimateur T de θ sans biais de variance minimale
ne dépend que de U .

4.7 Inégalité de Fréchet–Darmois–Cramer–
Rao et estimateur efficace

Théorème 4 Si les conditions suivantes de Cramer-Rao :
– Le support de X (ensemble pour lequel f(x, θ) > 0) est

indépendant de θ
– ∂L

∂θ (θ;x1, . . . , xn) existe et est continue par rapport à θ

– In(θ) = E[(∂ lnL
∂θ (θ;X1, . . . , Xn))

2] finie

– ∂L
∂θ et û∂L∂θ intégrables par rapport à l’échantillon

sont vérifiées, alors V ar(û) ≥ (u′(θ))2

In(θ) où u est une fonction

quelqconque. et l’on a In(θ) = E[(∂ lnL
∂θ )2] = −E(∂

2 lnL
∂θ2 ).

Proposition 11 Si les conditions de Cramer-Rao sont véri-
fiées, on a :

– E[∂ lnL
∂θ (θ;X1, . . . , Xn)] = 0 ;

– In(θ) = E
[(

∂ lnL
∂θ

)2
]

= −E
[
∂2 lnL
∂θ2

]

.

Définition 27 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
un estimateur sans biais dont la variance atteint la borne de
Cramer-Rao est appelé estimateur efficace.

Théorème 5 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
alors û est un estimateur efficace de u(θ)⇐⇒ ∃ une fonction A
indépendante de X1, . . . , Xn telle que ∂ lnL

∂θ (θ;X1, . . . , Xn) =
A(n, θ)(û− u(θ)).

Définition 28 Un estimateur sans biais est dit asymptotique-
ment efficace si les conditions de Cramer-Rao sont vérifiées et si
la variance tend vers la borne de Cramer-Rao lorsque la taille de
l’échantillon tends vers l’infini.

Proposition 12 Si û est un estimateur efficace de u(θ), alors

V ar(û) = u′(θ)
A(n,θ) . De plus un estimateur efficace est exhaustif.

5 Méthodes d’estimation

5.1 Estimation de l’espérance et de la va-
riance

Estimateur sans biais, convergents, a distribution asymp-
totique normale :

– de l’espérance : θ̂ = X
– de la variance : θ̂ = S∗2

5.2 Maximum de vraisemblance

{ ∂ lnL
∂θ (θ;x1, x2, . . . , xn) = 0

∂2 lnL
∂θ2 (θ;x1, x2, . . . , xn) < 0

⇐⇒ θ = θ̂MV

5.3 Propriétés

Proposition 13 Soit θ̂ un estimateur du maximum de vraisem-
blance de θ et u une application de R 7→ R. Alors, sous certaines
conditions de régularité, u(θ̂) est un estimateur du maximum de
vraisemblance.

Proposition 14 S’il existe un estimateur efficace de θ, il est
identique (p.s.) à l’unique solution de l’équation de vraisem-
blance.

Proposition 15 S’il existe une statistique exhaustive T , alors
l’estimateur du maximum de vraisemblance est fonction de T .

Proposition 16 Soit θ0 la vraie valeur du paramètre. Sous
certaines conditions, il existe une suite (θ̂)n≥1 de solutions de
l’équation de vraisemblance qui converge en probabilité vers θ0 :

θ̂n
P−→ θ0

Proposition 17 Sous certaines conditions de régularité, pour
toute suite (θ̂n)n≥1 de solutions de l’équation de vraisemblance

t.q. θ̂
P−→ θ0, on a :

θ̂n − θ0
√

1/In(θ0)

L−→ N (0, 1)

5.4 Méthode des moments

5.4.1 Principe

On écrit : (m1, . . . ,mk) = g(θ)

Si g est inversible on en déduit : θ = g−1(m1, . . . ,mk)

La méthode des moments consiste à prendre :

θ̂m = g−1(m1, . . . ,mk)
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