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8.3.1 Test du signe

On compte le nombre de D; > 0 (soit ¥; > X;). Nous avons
donc une B(n,p). Le test d’égalité est donc p = 1/2.

Hy : p=1/2(<= médiane M = 0)
Hy:p>1/2(<= M >0)
En cas de valeurs égales, on supprime simplement les
couples correspondant & ces égalité.
8.3.2 Test de Wilcoxon signé
On ordonne les valeur D; par ordre de valeur absolues crois-
'+ des rangs associés aux valeurs positives.
Sous Hy : EW,) = "0 et Var(w, ) = netentl)
Pour la région critique, on utilise les tables statistiques,

avec W : Wt > A. Pour n > 19, on utilise le fait que W est
asymptotiquement gaussien.

9 Tests d’adéquation

X~L
Hy : X ne suit pas L

9.1 Test du \* {

9.1.1 Loi multinomiale

Définition 31 On considére une expérience aléatoire pouvant
prendre K valeurs avec les probabilité pi, ..., px. Ayant réalisé n
fois cette expérience, il est possible de deﬁmr le vecteur aléatoire
(N1,...,Ng) olt N est le nombre de fois ol la valeur k a été
obtenue. Ce vecteur suit alors par définition une loi multinomiale
de parametre p ., DKk, n. Sa loi de probabilité est définie par
P(Ny =ny,. K =nK)= ,u,f,’,!,KyP}” PR

Théoréme 8 Si (Ny,...,Nj) est un vecteur aléatoire sui-

vant une loi multinomiale de paramétres py,... plx.n, alors
2

- 128 it asymptotiquement une loi du x* 3 K — 1

deg;és de I\berte.

9.1.2 Principe du test

La premiere étape de ce test consiste & définir K classes
en répartissant les valeurs possibles de la v.a. X en K sous-
ensemble. On peut alors associer & un échantillons de taille
n le vecteur aléatoire (Ny,...,Ni). Il est alors possible de
calculer les probabilités pi de chacune des classes a partir de
la définition des classes et de la loi de probabilité L.

Hy : les parametres sont les py
H : les paramétres ne sont pas les py,

N . K (Ni—npy)®
Fonction pivotale : D? = §4 | (Neznpel®

Région critique : D? = S

Ce qui donne :

2
~ XK1

Ni—npi)® 2
e 2 XK-11-a

9.1.3 Remarques

— Ceci est applicable uniquement si np; > 5. Sinon, il faut
faire des regroupement par classe de fagon & ce qu'on aie
npr >5

— Si certains paramétres de la loi de 'hypothese Hy ne
sont pas connus, il est possible de les remplacer par leur
estimateur du maximum de vraissemblance, mais alors
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- En pmuque, on utilise souvent I'expression suivante :

=i

9.1.4 Application aux tables de contingence

On considéere 2 variables aléatoires X et Y ne pouvant

prendre respectivement que 7 et s valeurs (variables quan-
titatives).
permet alors de définir une table de contingence (Nyj,i €
[1,r],je
la modalit
santes (en supprimant les ex-aequo), puis a calculer la somme o N,

La donnée d'un échantillon (X1,Y7),..., (X, Ys)

s]) ot la modalité i a été prise simultanément avec
j. On définit aussi les marges Ny = 3

= Z«eu s) Nij =

GElLs

XY 1 . j e s
1 Ny - N | Mi
i Nij -+ Nig | Ni,
r | Nn N,
N1

On cherche a verifier si deux variables X et Y sont indé-

pendantes. Pour ceci, on effectue le test :

Hj : X et Y sont indépendantes
H, : X et Y ne sont pas indépendantes
On a donc

D1:2¥

~ Xfr—v)(sq)

9.2 Test de Kolmogorov

Soit F la fonction de répartition empirique dont est issu

Déchantillon et Fy la fonction de répartition de X sous Ho,

" gt ] Ho:F=Fy
alors le test est : { Ho: F #Fp
D, = sup, |F'(x) — Fo(z)| a une distribution qui, sous I'hy-

pothese Hy, ne dépend plus de la loi de X

Région critique : Dy > dn1—ae  (dni—a- sur les tables

statistiques)

Dy = maxmax (\F‘(l BT - Fn(n)\)

Remarques :
Le test n’est applicable que pour les v.a. continues.

~ Sile test de K. est applicable, il est plus rigoureux que le
test du x? puisqu’il ne necessite aucune approximation.
La loi de référence doit étre parfaitement connue. Lors-
qu'on veut vérifier si une distribution est gaussienne sans
préciser plus les parametres de la loi, le test de K. n’est
donc pas applicable ; toutefois, un test de normalité s’ap-
puyant sur la statistique D,, a pu étre défini de la facon
suivante : on estime les parametres de la distribution par
X et §*2 et on prend comme région critiqus
~sia=005 (Vn+ "—\;; —0.01)D,, > 0.895;

sia=001 (Vn+ % —0.01)D,, > 1.035.

On a alors D}, = sup, |F(z) — ®%
Ce test de normalité est appelé test de Stephens (ou de
Lilliefors). De la méme fagon, on peut faire un test d’ex-
ponentialité : on détermine D,, en prenant X comme es-
timateur du parametre de la loi exponentielle et on prend
comme région critique :
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4.2 Estimateur convergent

Définition 23 Un estimateur T' du paramétre 6 est convergent
si T converge en probabilité vers § quand n — oo, c-a-d si
Ve >0, limy, .o P(|T — 6] > €) = 0.

4.3 Estimateur sans biais

Définition 24

— Un estimateur T est dit sans biais si quelle que soit la taille
n de I'échantillon, et @ la valeur du parametre, E(T) = 6.

— La quantité E(T) — 0 est appelée biais de I'estimateur T.

— Un estimateur est dit asymptotiquement sans biais si quel
que soit 6, lim, .o E(T) =

— Si T est un estimateur sans biais ou asymptotiquement sans
biais et si lim, .o Var(T) =0, alors T' est convergent.

4.4 Précision

Définition 25 La précision d’un estimateur T est mesurée par
R(T.0) = E((T - 0)’] = Var(T) + (E(T) — 0)%. Ty est plus
précis que T si R(T1,0) < R(T>,0).

4.5 Exhaustivité

Définition 26 Une statistique T est exhaustive si et seulement
si il existe 2 fonctions g et h telles que :

- L0z )—g(f Oh(xy,. .. w,);

— ou encore L(#:; X1,..., X,,) = g(T,0)h(Xy,..., X,).

4.6 Estimateur sans biais et de variance mi-
nimale

Théoréme 3
— S'il existe un estimateur T' de ¢ sans biais de variance mi-
nimale, alors il est unique presque siirement.
— S'il existe une statistique exhaustive U pour le paramétre de
0, alors I'estimateur T' de 6 sans biais de variance minimale
ne dépend que de U.

4.7 Inégalité de Fréchet-Darmois—Cramer—
Rao et estimateur efficace
Théoréme 4 Si les conditions suivantes de Cramer-Rao :
— Le support de X (ensemble pour lequel f(.0) > 0) est
|ndependant de 6

(9 Z1,...,T,) existe et est continue par rapport a
- 1 (9) E[(25L(0; X1,..., X,))?] finie

— 9L et u4L intégrables par rapport a I'échantillon
(w(

sont vérifiées, alors Var(a) > (g) oli u est une fonction

E( % ln L

quelqconque. et I'on a I,,(6) = [("'“L 2 =

Proposition 11 Si les conditions de Cramer-Rao sont véri-
X)) =0;

fiées, on a :
InL g,
- E[W(Q.X‘.....Q
- 1(0) = B[(25%)"] = -8 [Zt).
Définition 27 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
un estimateur sans biais dont la variance atteint la borne de
Cramer-Rao est appelé estimateur efficace.

Théoréme 5 Les conditions de Cramer-Rao étant vérifiées,
alors i est un estimateur efficace de u(f) <= 3 une fonction A
indépendante de X,..., X, telle que 2IL(6: X,,....X,) =
A(n,0) (@ — u(0)).
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Définition 28 Un estimateur sans biais est dit asymptotique-
ment efficace si les conditions de Cramer-Rao sont vérifiées et si
la variance tend vers la borne de Cramer-Rao lorsque la taille de
Iéchantillon tends vers I'infini.

Proposition 12 Si @ est un estimateur efficace de u(#), alors
Var(a) = “ 9> . De plus un estimateur efficace est exhaustif.

5 Méthodes d’estimation

5.1 Estimation de l’espérance et de la va-
riance

Estimateur sans biais, convergents, a distribution asymp-

totique normale :
— de Despérance :
de la variance : § = §*2

5.2 Maximum de vraisemblance

n) =0
Lan) <0

= 0=0yy

{ 05“9"(9:1:1,“, .

InLipg. .
TINL(0; 21, s,

5.3 Propriétés

Proposition 13 Soit # un estimateur du maximum de vraisem-
blance de @ et u une application de R +— R. Alors, sous certaines
conditions de régularité, u(é) est un estimateur du maximum de
vraisemblance.

Proposition 14 S'il existe un estimateur efficace de 0, il est
identique (p.s.) & I'unique solution de I'équation de vraisem-
blance.

Proposition 15 S'il existe une statistique exhaustive T, alors
I'estimateur du maximum de vraisemblance est fonction de 7'.

Proposition 16 Soit 6y la vraie valeur du paramétre. Sous
certaines conditions, il existe une suite (6),>1 de solutions de
I'équation de vraisemblance qui converge en probabilité vers 6 :
i P

0, — o

Proposition 17 Sous certaines conditions de régularité, pour

toute suite (6,,),>1 de solutions de I'équation de vraisemblance
i P

tq.0 05, 0na:

LN,

V1/1,(00)
5.4 Méthode des moments
5.4.1 Principe

On éerit : (my,...,my) = g(0)
Si g est inversible on en déduit :
La méthode des moments consiste & prendre :

< mi)

O =g~ Hmy,...,my)



