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5.4.2 Propriétés

Les estimateurs ém obtenus par la méthode des moments
sont :
— convergents : ém Ly
asymptotiquement gaussiens :

Vil —0) £ N(0.02)

6 Intervalles de confiance

6.1 Définition

Xi,..., X, étant un échantillon i.i.d dont la loi parente
X a une distribution dépendante du parameétre réel 8, o un
réel quelconque fixé appartenant & ]0, 1], on appelle intervalle
de confiance pour le paramétre ¢ an nivean de confiance 1 —
a tout intervalle [Ty, T5] ot Ty et T» sont deux statistiques
vérifiant P(Ty <0 <Tp)=1—a.

6.2 Construction

— Choisir un estimateur 7' de ¢ dont on connait la loi de
probabilité en fonction de 6;

— Déterminer f(T,0) dont la loi de probabilité ne dépend
plus de 6 : la fonction pivotale;

~ Si c’est possible, en déduire P(T} <0 <T) =1—a ol
Ty et T sont des statistiques fonctions de T'.

6.3 Variable normale

Hypothese : X1,....X,, X; ~ N(uo?) |
confiance 1 — o, intervalle bilatéral.

niveau de

6.3.1 Moyenne

1. Si o est connue, on a T = X (estimateur) et 6 = p, on
sait que f(T,0) = = ~ N(0,1).
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Comme P(ur_; < 44
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comme L.C [X — Lu,

~3.X + Zui_g]. En unilatéral,
1

on écrit P( < ui_a) =1 —a et on obtiendrait [X —

£l

=
\/;ulfa.‘*’oc].

2. Sinon, on remplace o par S* pour remarquer que
| q

}NN((J,I)

Vi /wn%}N X
n—1 n—1

~ Tt (pleure pas).

6.3.2 Variance

1. Si p est connue, l'estimateur T est I'estimateur de maxi-

mum de vraisemblance 62 = I (i — 1?2, dolt
n (Xi—Hy, 2 o
= YL (F——=)% ~ X7 et on utilise la
o
-7
~N(0,1)

&

relation P(?L <o < B,
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Sinon, Testimateur est S*2 et f(T,0) = (n — 1) ~
Xn-1-

En utilisant

P2 < -15—0< 2 =1-
(g S =15 Sxn-g) =1-a

=)

on obtient [(n — 1)— &
=

X g

6.4 Utilisation du maximum de vraisem-
blance

Soit @ un parametre, § son estimateur de maximum de vrai-

semblance. Alors L, N(0,1), ce qui constitue une fonc-

VT
tion asymptotiquement pivotale pour 6.

7 Tests

7.1 Definitions
7.1.1 Hypotheses

Soit X ~ Py,0 € ©. Une hypothese est une partie H de
0 : H C ©. Elle est simple si H est un singleton, composite
sinon. Un probleme de test consiste en un choix entre deux
hypotheses Hg et Hy. Elles sont supposées complémentaires :
HonH, =0et HyUH, = 0.

7.1.2 Regle de décision

Une régle de décision est une application ¢ : R" — D qui
a toute réalisation de I'échantillon (zy,...,x,) associe une
décision (21, ., ) (choix de Hy ou de H,). Pour résoudre
le test, on partitionne I'espace en deux sous-ensembles :
W = ¢~ 1(dy) des réalisations pour lesquelles on rejette
Hy : cest la région critique.
— W = ¢! (dy) des réalisations pour lesquelles on rejette
H, : la région d’acceptation.
Remarque : La détermination des hypothoses et de la ré-
gion critique doit se faire avant de connaitre le résultat de
T'expérience.

7.1.3 Risques et puissance

— Le risque de premiére espéce est la probabilité de reje-
ter a tort I'hypothese nulle. Soit ¥y € Ho,ag,(p) =
Ppgy((X1,...,Xn) € W). Si Hy est une hypothese
simple, on notera a(p) ou a s'il n’y a pas d’ambiguite
sur le test.

- La borne supérieure du risque de premidre espece est le
niveau de signification du test : a*(p) = supg, ¢ i1, @9, ()

~ Le risque de seconde espéce est la probabilité d’ac-
cepter & tort 'hypothese nulle. V6 € Hy, B, (¢) =
Pp—p, (X1,..., X)) € W).

— La quantité 1— 8y, () est appelée puissance du test (pour
6 =6,) : cest la probabilité d’accepter & juste titre Hj.
La fonction 61 ~— 1— 3y, () est la fonction de puissance.

7.2 Méthode de Neyman—Pearson

On controle le risque de premidre espéce en le rendant in-
férieur & une valeur fixée & priori & un a* donné. On se res-
treint donc & la classe C(a*) = {¢ : R™  {do, d1 }|ag,(p) <
a*, V0, € Ho}. On cherche alors ¢* € C(a*) telle que 1 —
Bo, (¢*) = max,ec(ar) (1= B, (#))¥01 € Hy. On cherche donc
le test le plus puissant pour un niveau de signification donné.

7.3 Cas particuliers

7.3.1 Hyp. simple vs Hyp. simple

On veut tester

Hy: 0=0

Hy: 0=01(#00)
Théoréme 6 (Neyman et Pearson) La région critique op-
timale vérifie une relation de la forme F{gLt=tn) > ), ol
se calcule par Py, ((X1,...,X,) € W) =a*

7.3.2 Hyp. simple vs Hyp. composite

1. On veut résoudre

Hy: 6=0, Hy: 0=16
Hy:

0cE¢E) Hi: 0=10,0;cE)
Si la région critique W; est indépendante de ¢ et toujours
égale & W, elle est optimale pour le test # = 6 contre
0 € E. L’erreur de seconde espéce sera une fonction de 6,
mais sera toujours minimale pour a* donné. Le test est
donc dit. UPP (Uniformément Plus Puissant).

o

. Cas non UPP : si W; n’est pas constant, la stratégie
de Neyman-Pearson ne peut s'appliquer. On conserve la
contrainte & = Py, ((X1,....X,) <€ W) < o* fixé et
on recherche une région critique en utilisant une fonction
pivotale.

7.3.3 Hyp. ite vs Hyp. e

1. Test UPP

Définition 29 Une famille de lois Ly est une famille a rap-
port de vraisemblance monotone s'il existe une statistique
Lo )) soit une fonction croissante de *

Théoréme 7 (Lehman) Si la famille des lois Ly est a
rapport de vraisemblance monotone, alors le probleme de

test
Hy
H:

admet un test UPP défini par une région critique de la forme
T > Aol A est défini par Py—_g, (T > A) = a*.

0 <0y
0 >0y

I

Test non UPP

Forme générale : X suit une loi dépendant de plusieurs
parametres dont le parametre réel 6 sur lequel porte le
test :

{ Hy:

H;:

Stratégie :

~ Trouver une fonction pivotale de 0

— Proposer une forme de région critique raisonnable

~ Déterminer cette région critique en prenant o =
Py, (X e W) =a*.

0 =6,
0>, <,#6b

autres parametres inconnus
autres parametres inconnus

8 Tests d’hypothese :
de 2 échantillons

comparaison

8.1 Comparaison de deux échantillons gaus-
siens

Définition 30 (loi de Fisher) Si X et Y sont 2 variables
aléatoires indépendantes de loi de proba respectives x?/‘ et X,%Q.

X/ gt une loi de Fisher 3 vy et vy degrés de

alors la variable 377

liberté.

Funa (voir les tables)

Vo1 l-a
Variances : test de Fisher

{H‘):U?(:a% HO)

Hy:o% #0b (HC)

Régions critiques : §2/S3% < Fu 11 ou SZ/S52 >
Factm-1,a-

S0 — g2
Test unilatéraux : { Ho:ok =ay (HC)

Hy:0% < (resp >) 0% (HC)
Régions critiques : S/55? < Fu1,m—1,a (resp S¥/557 >
Footm-1,0)-

8.1.2 Moyennes : test de Student

Estimateur de la variance commune & 2 populations gaus-
siennes (N = m +n) : §*2 L((n=1)SZ + (m—1)Sy?).

N-2)5*2 2 m-1)Sy? p
Wops? _ (oSE | moSP

Remarque : = =
X ~ N(px,0%) et Y ~ N(uy,0?) :

Ho:px =py (HC)
Hy:px #py  (HC)

Région critique :

5

W <IN-2.a/2
s )

S St tN-21-0a/2

8.2 Tests non paramétriques

8.2.1 Test de Wilcoxon

Hy:Fx = Fy
H,:Fx >Fy

Suite W : fusion des réalisations des deux échantillons et
classement par ordre croissant.

Si les deux échantillons on la méme distribution (Fy = Fy)
alors E(Wy) = 204D o6 Vgp(ry) = nmlrtmtn)

1
UESES B

Région critique : Wy <

8.3 Echantillons appariés

Pour I'étude de couples, en regle général, on étudie la dif-
férence : D; =Y; — X;.

Hy:m. =0
Hy:m.> ou < ou #0



