
1StatistiquesDescriptives

1.1VariableDiscrète

Définition1Soitxunevariablediscrète,àvaleursdansVx=
{ξ1,...,ξK}avecξ1<...<ξK.Unedistributiondenob-
servationsdexpeutêtrereprésentéesousformed’untableau
defréquencesoùfigurepourchaquemodalitédeξKdex,le
nombrenkd’observationsayantlavaleurξK.Lafréquencerela-
tiveestfk=

nk
n.LafréquencecumuléeestFk=

∑k
j=1fj

1.2VariableContinue

Définition2Sixestcontinue,onpartitionneledomainede
définitiondexenKclasses.OnprendralarègledeSturgespour
calculerK.K=1+

10
3log10n.

Pourunevariablediscrète,onvautiliserundiagrammeen
baton,alorsquepourunevariablecontinue,onvautiliserun
histogramme,oùl’airedechaquerectangleestproportionnel
àl’effectif.

1.3Fonctionderépartitionempirique

Définition3Lafonctionderépartitionempiriqueest:

F̂:R→[0,1]

x→
1

n
]{i:xi≤x}=

1

n

n∑

i=1

1[xi,+∞[(x)

1.4Indicateurdetendancecentrale

Définition4Moyenneempirique:x=
1
n

∑n
i=1xi.Dansle

casdesclasses,ona:x=
1
n

∑K
k=1nkck

Proposition1Lasommedesécartsàlamoyenneempirique
estnulle:

∑n
i=1(xi−x)=

∑n
i=1xi−nxLamoyenneempirique

estlavaleurlaplusprocheausensdelasommedescarrésdes
écarts.

Définition5Fractiled’ordreα

fα=(1−γ)x(j)+γx(j+1)

avecj=bα(n+1)cetγ=α(n+1)−j

1.5Indicateurdedispertion

Définition6Lavarianceempirique:s
2
=

1
n

∑n
i=1(xi−x)

2
=

1
n

∑n
i=1x

2
i−x

2

Lavarianceempiriquecorrigée:s∗2=
1

n−1

∑n
i=1(xi−x)

2
=

n
n−1s

2

1.6BoiteàMoustaches

Définition7Ils’agitd’ungraphiqueforméd’uneboitedéli-
mitéeparlepremieretletroisièmequartile,oùfigureaussila
médiane(f0.5)Dessegmentsdedroitess’étendentdepartet
d’autredelaboitejusqu’aupointleplusextrêmeàunedistance
inférieureà1.5H.Lesautrespointssontreprésentésindividuel-
lement.Hestlahauteurdelaboite.

2RappeldeProbabilité

2.1Probabilité

Proposition2Propriétésdesprobabilitées:
–P(∅)=0;
–P(A)=1−P(A);
–A⊂B⇒P(A)≤P(B);
–P(A∪B)=P(A)+P(B)−P(A∩B);
–P(∪Ai)≤

∑
P(Ai);

Proposition3AetBsontindépendantsiP(A∩B)=
P(A)P(B).névénementsA1,...,Ansontindépendantsipour
toutepartieIde[1,n]:P(∩i∈IAi)=Πi∈IP(Ai).

2.2VariablesAléatoires

Proposition4Propriétésdeladensité
–∀x:f(x)≥0
–
∫

Rf(x)dx=1
–P(x<X<x+∆x)=f(x)∆x+o(∆x)

2.3Fonctionderépartition

Définition8F:R→[0,1]definiepar∀x∈R:F(x)=
P(X≤x).

Proposition5Propriétédelafonctionderépartition
–Festcroissanteetcontinueàdroite.
–limx→−∞F(x)=0
–limx→+∞F(x)=1
–P(a<X≤b)=F(b)−F(a)
–SiXestcontinue,alorsFestdérivableetonaF(x)= ∫x

−∞f(t)dt

2.4Espérancemathématique

Proposition6Propriétésdel’espérance
–SiX≥0,alorsE(X)≥0
–E(a)=a
–E(aX+bY)=aE(x)+bE(Y)

2.5Variance

Proposition7Propriétésdelavariance
–E((X−a)

2
)=Var(X)+(E(X)−a)

2

–Var(X)=E(X
2
)−(E(X))

2

–Var(aX+b)=a
2
Var(X)

–P(|X−E(X)|≥kσ)≤
1
k2

2.6Autresmoments

Définition9
–Momentcentréd’ordrek:µk=E([X−E(X)]

2
)

–Momentnoncentréd’ordrek:mk=E(X
k
)

2.7ConvergenceStochastique

Définition10Lasuite(Xn)convergeenprobabilitéversasi
∀ε>0etη>0,∃n0telque∀n>n0

P(|Xn−a|)>ε)<η

.Onnote(Xn)
P
−→a.LaconvergenceenprobabilitédeXnvers

XrevientàétudierlaconvergencedeX−Xnvers0.Condition:

SiE(Xn)→aetVar(Xn)→0,alorsXn
P
−→a.

1

5.4.2 Propriétés

Les estimateurs θ̂m obtenus par la méthode des moments
sont :

– convergents : θ̂m
P−→ θ

– asymptotiquement gaussiens :

√
n(θ̂m − θ)

L−→ N (0, σ2
m)

6 Intervalles de confiance

6.1 Définition

X1, . . . , Xn étant un échantillon i.i.d dont la loi parente
X a une distribution dépendante du paramètre réel θ, α un
réel quelconque fixé appartenant à ]0, 1[, on appelle intervalle
de confiance pour le paramètre θ au niveau de confiance 1−
α tout intervalle [T1, T2] où T1 et T2 sont deux statistiques
vérifiant P (T1 ≤ θ ≤ T2) = 1− α.

6.2 Construction

– Choisir un estimateur T de θ dont on connait la loi de
probabilité en fonction de θ ;

– Déterminer f(T, θ) dont la loi de probabilité ne dépend
plus de θ : la fonction pivotale ;

– Si c’est possible, en déduire P (T1 ≤ θ ≤ T2) = 1 − α où
T1 et T2 sont des statistiques fonctions de T .

6.3 Variable normale

Hypothèse : X1, . . . , Xn, Xi ∼ N (µ, σ2) , niveau de
confiance 1− α, intervalle bilatéral.

6.3.1 Moyenne

1. Si σ est connue, on a T = X (estimateur) et θ = µ, on

sait que f(T, θ) = X−µ
σ√
n

∼ N (0, 1).

Comme P (uα
2
≤ X−µ

σ√
n

≤ u1−α
2
) = 1 − α, on obtient

comme I.C [X − σ√
n
u1−α

2
, X + σ√

n
u1−α

2
]. En unilatéral,

on écrit P (X−µσ√
n

≤ u1−α) = 1−α et on obtiendrait [X −
σ√
n
u1−α,+∞].

2. Sinon, on remplace σ par S? pour remarquer que

X − µ
S?√
n

=

X−µ
σ√
n

}

∼ N (0, 1)
√

(n−1)S
?2

σ2

n−1

}

∼
√

χ2
n−1

n−1

∼ τn−1 (pleure pas).

On obtient alors P (−tn−1;1−α
2
≤ X−µ

S?√
n

≤ tn−1;1−α
2
) =

1− α d’où I.C=[X − S?√
n
tn−1;1−α

2
, X + S?√

n
tn−1;1−α

2
].

6.3.2 Variance

1. Si µ est connue, l’estimateur T est l’estimateur de maxi-
mum de vraisemblance σ̂2 = 1

n

∑n
i=1(xi − µ)2, d’où

f(T, θ) = nσ̂2

σ2 =
∑n

i=1(
Xi − µ

σ
︸ ︷︷ ︸

∼N (0,1)

)2 ∼ χ2
n et on utilise la

relation P ( nσ̂2

χ2
n;1−α

2

< σ2 < nσ̂2

χ2
n;α

2

).

2. Sinon, l’estimateur est S?2 et f(T, θ) = (n − 1)S
?2

σ2 ∼
χ2
n−1.

En utilisant

P (χ2
n−1;α

2
≤ (n− 1)

S?2

σ2
≤ χ2

n−1;1−α
2
) = 1− α

on obtient [(n− 1) S?2

χ2
n−1;1−α

2

, (n− 1) S?2

χ2
n−1;α

2

]

6.4 Utilisation du maximum de vraisem-
blance

Soit θ un paramètre, θ̂ son estimateur de maximum de vrai-

semblance. Alors θ̂−θ
√

1
In

L−→ N (0, 1), ce qui constitue une fonc-

tion asymptotiquement pivotale pour θ.

7 Tests

7.1 Definitions

7.1.1 Hypothèses

Soit X ∼ Pθ, θ ∈ Θ. Une hypothèse est une partie H de
θ : H ⊂ Θ. Elle est simple si H est un singleton, composite
sinon. Un problème de test consiste en un choix entre deux
hypothèses H0 et H1. Elles sont supposées complémentaires :
H0 ∩H1 = ∅ et H0 ∪H1 = Θ.

7.1.2 Règle de décision

Une règle de décision est une application ϕ : Rn 7→ D qui
à toute réalisation de l’échantillon (x1, . . . , xn) associe une
décision ϕ(x1, . . . , xn) (choix de H0 ou de H1). Pour résoudre
le test, on partitionne l’espace en deux sous-ensembles :

– W = ϕ−1(d1) des réalisations pour lesquelles on rejette
H0 : c’est la région critique.

– W = ϕ−1(d0) des réalisations pour lesquelles on rejette
H1 : la région d’acceptation.

Remarque : La détermination des hypothèses et de la ré-
gion critique doit se faire avant de connaitre le résultat de
l’expérience.

7.1.3 Risques et puissance

– Le risque de première espèce est la probabilité de reje-
ter à tort l’hypothèse nulle. Soit ∀θ0 ∈ H0, αθ0(ϕ) =
Pθ=θ0((X1, . . . , Xn) ∈ W ). Si H0 est une hypothèse
simple, on notera α(ϕ) ou α s’il n’y a pas d’ambiguite
sur le test.

– La borne supérieure du risque de première espèce est le
niveau de signification du test : α?(ϕ) = supθ0∈H0

αθ0(ϕ)
– Le risque de seconde espèce est la probabilité d’ac-

cepter à tort l’hypothèse nulle. ∀θ1 ∈ H1, βθ1(ϕ) =
Pθ=θ1((X1, . . . , Xn) ∈W ).

– La quantité 1−βθ1(ϕ) est appelée puissance du test (pour
θ = θ1) : c’est la probabilité d’accepter à juste titre H1.
La fonction θ1 7→ 1−βθ1(ϕ) est la fonction de puissance.

7.2 Méthode de Neyman–Pearson

On contrôle le risque de première espèce en le rendant in-
férieur à une valeur fixée à priori à un α? donné. On se res-
treint donc à la classe C(α?) = {ϕ : Rn 7→ {d0, d1}|αθ0(ϕ) ≤
α?,∀θ0 ∈ H0}. On cherche alors ϕ? ∈ C(α?) telle que 1 −
βθ1(ϕ

?) = maxϕ∈C(α?)(1−βθ1(ϕ))∀θ1 ∈ H1. On cherche donc
le test le plus puissant pour un niveau de signification donné.
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7.3 Cas particuliers

7.3.1 Hyp. simple vs Hyp. simple

On veut tester

{
H0 : θ = θ0
H1 : θ = θ1(6= θ0)

Théorème 6 (Neyman et Pearson) La région critique op-

timale vérifie une relation de la forme L(θ1;x1,...,xn)
L(θ0;x1,...,xn) > λ, où λ

se calcule par PH0
((X1, . . . , Xn) ∈W ) = α?

7.3.2 Hyp. simple vs Hyp. composite

1. On veut résoudre

{
H0 : θ = θ0
H1 : θ ∈ E(θ0 /∈ E)

⇒
{
H0 : θ = θ0
Hi : θ = θi(θi ∈ E)

Si la région critique Wi est indépendante de i et toujours
égale à W , elle est optimale pour le test θ = θ0 contre
θ ∈ E. L’erreur de seconde espèce sera une fonction de θ,
mais sera toujours minimale pour α? donné. Le test est
donc dit UPP (Uniformément Plus Puissant).

2. Cas non UPP : si Wi n’est pas constant, la stratégie
de Neyman–Pearson ne peut s’appliquer. On conserve la
contrainte α = PH0

((X1, . . . , Xn) <∈ W ) ≤ α? fixé et
on recherche une région critique en utilisant une fonction
pivotale.

7.3.3 Hyp. composite vs Hyp. composite

1. Test UPP

Définition 29 Une famille de lois Lθ est une famille à rap-
port de vraisemblance monotone s’il existe une statistique

T telle que L(θ′;x1,...,xn)
L(θ;x1,...,xn) soit une fonction croissante de t

pour θ′ > θ.

Théorème 7 (Lehman) Si la famille des lois Lθ est à
rapport de vraisemblance monotone, alors le problème de
test

{
H0 : θ ≤ θ0
Hi : θ > θ0

admet un test UPP défini par une région critique de la forme
T > A où A est défini par Pθ=θ0(T > A) = α?.

2. Test non UPP

Forme générale : X suit une loi dépendant de plusieurs
paramètres dont le paramètre réel θ sur lequel porte le
test :

{
H0 : θ = θ0 autres paramètres inconnus
Hi : θ >,<, 6= θ0 autres paramètres inconnus

Stratégie :
– Trouver une fonction pivotale de θ
– Proposer une forme de région critique raisonnable
– Déterminer cette région critique en prenant α =
PH0

(X ∈W ) = α?.

8 Tests d’hypothèse : comparaison

de 2 échantillons

8.1 Comparaison de deux échantillons gaus-
siens

Définition 30 (loi de Fisher) Si X et Y sont 2 variables
aléatoires indépendantes de loi de proba respectives χ2

ν1 et χ2
ν2 ,

alors la variable X/ν1
Y/ν2

suit une loi de Fisher à ν1 et ν2 degrés de

liberté.

Fν1,ν2,α =
1

Fν2,ν1,1−α
(voir les tables)

8.1.1 Variances : test de Fisher

{
H0 : σ2

X = σ2
Y (HC)

H1 : σ2
X 6= σ2

Y (HC)
ou







H0 :
σ2
X

σ2
Y

= 1 (HC)

H1 :
σ2
X

σ2
Y

6= 1 (HC)

Régions critiques : S∗2X /S∗2Y < Fn−1,m−1,α ou S∗2X /S∗2Y >
Fn−1,m−1,α.

Test unilatéraux :

{
H0 : σ2

X = σ2
Y (HC)

H1 : σ2
X < (resp >) σ2

Y (HC)

Régions critiques : S∗2X /S∗2Y < Fn−1,m−1,α (resp S∗2X /S∗2Y >
Fn−1,m−1,α).

8.1.2 Moyennes : test de Student

Estimateur de la variance commune à 2 populations gaus-
siennes (N = m+ n) : S∗2 = 1

N−2 ((n− 1)S∗2X + (m− 1)S∗2Y ).

Remarque : (N−2)S?2

σ2 =
(n−1)S?2X

σ2 +
(m−1)S?2Y

σ2 ∼ χ2
N−2.

X ∼ N (µX , σ
2) et Y ∼ N (µY , σ

2) :

{
H0 : µX = µY (HC)
H1 : µX 6= µY (HC)

Région critique :

• X−Y
S∗
√

1/n+1/m
< tN−2,α/2

• X−Y
S∗
√

1/n+1/m
> tN−2,1−α/2

8.2 Tests non paramétriques

8.2.1 Test de Wilcoxon

{
H0 : FX = FY
H1 : FX > FY

Suite WX : fusion des réalisations des deux échantillons et
classement par ordre croissant.

Si les deux échantillons on la même distribution (FX = FY )

alors E(WX) = n(n+m+1)
2 et V ar(WX) = nm(n+m+1)

12 .

Région critique : WX < n(n+m+1)
2 − u1−α∗

√
nm(n+m+1)

12

8.3 Échantillons appariés

Pour l’étude de couples, en règle général, on étudie la dif-
férence : Di = Yi −Xi.

{
H0 : me = 0
H1 : me > ou < ou 6= 0
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