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2. les fonctions f,, sont dérivables sur [a,b] et de dérivées
f, continues sur [a, b],

3. la série ) f/ converge uniformément sur [a, b]
alors

1. la fonction f est dérivable sur [a, b]

2 f'(x) =Y ful@)

3 Séries entieres

Définition 1 On appelle série entiére une série de fonc-
tions de terme général fn(z) = anz™ ou les a, sont réels ou
compleges et = est une variable réel ou compleze.

3.1 Rayon de convergence

Remarque 1 Désormais, dans la régle de CAUCHY pour les
séries numériques & terme positifs, nous remplacerons Uétude
de la limite de la racine niéme du terme général par celle de
sa limite supérieure.

Nous considérons done Ia suite §/fan] (vesp M),

1. Si cette suite est bornée, alors elle admet une limite su-

périeur, qu'on notera L.

Si L = 0 la série )" a,2" converge pour tout z € C.
On dira dans ce cas que le rayon de convergence
de la série est infini.

- Si L #0, la série Y a,2" converge pour |z| < 1/L et
diverge pour |2| > 1/L. On dira dans ce cas que le
rayon de convergence de la série est R=1/L

2. Sila suite {/Jan] n'est pas bornée, alors le seul point oit
la série est convergente est z = 0. Pour tout autre point

20, lim /||| # 0 et done lasérie 3 a,2" diverge

On dira dans ce cas que le rayon de convergence de

la série est R = 0.

3.2 Propriétés

3.2.1 Somme de deux séries

Lemme 1 S’il eziste un point zo # 0 tel que la série Y- an2y
soit convergente, alors la série entiére Y. an2™

1. converge absolument dans le disque ouwvert {z : |z| <
zo]}.

2. convergence uniformément dans tout disque fermé {z :
Izl <p<lz}.

Théoreéme 1 Soient Y an2™ et Y. b,2™ deux séries entiéres
de rayons de convergences respectifs R et R'.
1. SiR # R', la série Y (an+b,)z" a pour rayon de conver-
gence R" = min(R, R').

2. SiR =R, lasérie ) (an+bn)2" a pour rayon de conver-
gence R" > R.

3.2.2 Continuité

Théoreéme 2 La somme d’une série entiére Y a,z" est
continue sur lintervalle | — R, R[, R désignant son rayon de
convergence.

3.2.3 Integration d’une série entidre
Théoreme 3 Soient R > 0 le rayon de convergence de la

série entitre Y anz”, et f(z) = Z anx" sa somme.

Alors la série Y ":
n

—amt g o mime rayon de conver-

:/nxf(t)dt.

3.2.4 Dérivation d’une série entiere

gence et sa somme vérifie

Théoréme 4 Soient R > 0 le rayon de convergence de la
o

série entitre Y apa™, et f(x) = E a,x" sa somme.
n=0
. n-1 5
Alors la série E N, T a le méme rayon de convergence

et sa somme vérifie Znanr" = ().
=0

3.2.5 Développement d’'une fonction en série entiere

Probléme direct : on se donne une série entiere et on
étudie sa convergence et les propriétés de sa limite

Probleme indirect : on se donne une fonction et on
cherche & savoir si elle est la somme d’une série entiére.

Théoreme 5 Conditions nécessaires : si une fonction f
de la variable réelle coincide avec une série entiére Y a,a™
de rayon de convergence R, alors

1. Elle est C* pour |z| < R,

-
La série’y, /(%Pi est dite série de Taylor de la fonction f.

Théoréme 6 Conditions suffisantes : si pour |r| < R
une fonction f et toutes ses dérivées f*) sont bornées par
une constante C' indépendante de x et de n |f™)| < C, alors
fl@) "

Zoto
Théoréme 7 Principe des z€ros isolés : soit Y. a,z" une
série entiére de rayon de convergence R. Soit f sa somme.

oo
f(z) =Y anz" ]2l <R
no
Si les coefficients a, ne sont pas tous nuls, il existe un
nombre 0 < r < R tel que 0 < |z| <7 = f(z) #0

Conséquences :

— Soient Y a,2" une série entiére, R son rayon de conver-
gence et f(z) = Yon anz" sa somme. Si f(z) =
R alors a, = 0Vn.
Soient 3" anz", Y bpe™ deux séries entiéres ayant le
méme rayon de convergence R. Sment f9: flz) =
ooz |zl < Roglz) = 37 baz |z < R.Si
f(z) = g(z) pour tout z| < R, alors a,, = b,.

4 Séries de Fourier

4.1 Séries trigonométriques

4.1.1 Fonction e*

o
Pour tout z € C, on pose : €” 2 -
n!

n=0
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