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1 Séries numériques

1.1 Convergence
1.1.1 Condition nécessaire de convergence

Si la série Y uy, est convergente, alors lim u, =0
n—oo

1.1.2 Critére de convergence de Cauchy
La série Y up, est convergente si et seulement si :
»
Ve >0, 3y > 0 tel queVp > q > 1, on ait | Z Up| < €

n=q+1
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1.3 Séries a terme quelconque

1.3.1 Théoréme d’Abel

On considere la série Y- aptty, a, étant une suite de nombre

réels et w,, une suite de nombre réels ou complexes. Si

1. lim a, =0

o

. la série 3 |an — an 1| converge

w0

. il existe une constante M telle que |un + ... + tm| <
M, ¥n,m

alors la série Y anu, converge

1.3.2 Convergence d’une série alternée

1.1.3 Convergence absolue

La série Y u,, est dite absolument convergente si la série
> g est convergente.

Toute série absolument convergente est convergente.
1.2 Séries a termes positifs

1.2.1 CNS de convergence des séries & termes posi-
tifs

La série Y u,, est convergente si et seulement si la somme

Sp = Z uy, est majorée
1

1.2.2 Comparaison de 2 séries & termes positifs

Soient Y w, et 3" v, deux séries réelles telles que w, < v,.

Si le terme général v, > 0 est décroissant et tend vers 0 &

linfini, alors la série alternée Y(—1)"v, est convergente

1.4 Série a termes complexes

Pour que la série a terme complexe 2, = an + ib, soit

convergente, il faut et il suffit que les séries réelles de termes
généraux a, et by le soient. Dans ce cas,
o

s:Z(un+ibn):;an+ian

n1 e 1
Toute série & terme c absolument. convergente est

convergente.

2 Séries de fonctions

= 2.1 Suites de fonctions

Alors pour 7 > ng on a :
— s ). v, converge, alors Y u,, converge.

si 3" un diverge, alors 3 v, diverge. (contraposée) n

Soient Y~ u, et Y. v, deux séries numériques & termes posi-
i .
tifs tels que lim = #0 (a €R), alors les séries ) un
n—o0 U,
et v, sout de méme nature (convergentm ou divergent en
méme temps)
1.2.3 Regle de Cauchy
Supposons que lim {/u, existe et est égale a [, alors :
n—oo

1. sil<1, la série " u, converge

2. si1>1, la série Y u, diverge n

1.2.4 Regle de d’Alembert y

Uy + 1

Supposons que lim existe et est égale & 1 ¢
e
1. si 1<1, la séric Y un converge

2. si1>1, la série Y u, diverge

0. |ful(z)

converge anss
est fausse

Convergence simple : Vx € D, Ve > 0, Ing : VYn >

f@)l<e

Convergence uniforme : Ve > 0, Ing : Yn > no, |fu(x)

flx) <e, Vo e(ab)

Toute suite qui converge uniformement vers f sur (a,b)
simplement vers f sur (a,b), mais la réciproque

2.2 Séries de fonctions

2.2.1 Critére de convergence de Cauchy

Convergence simple : Yx € D, Ve >0, Jno : Vp > q >
o (@) + o+ fy@)] <&
Convergence uniforme : Ve > 0, Ing : Vp > q >

oo (&) + o+ fyla)] < 2, Ve € (a,b)

2.2.2 Convergence normale

570y une série numérique & termes positifs convergente : Si

Yn > ng, fa(2)| < v, Yz € (a,b), alors 3 f,, est absolument

et uniformément convergente (= normalement convergente)

1.2.5 Comparaison avec une intégrale

2.3 Propriétés

Soit. f une fonction réelle de la variable réelle, positive et
décroissante. La série Y f(n) est convergente si et seulement
si lintégrale [,"™ f(x)dx Uest aussi.

1.2.6 Corollaire

. L .
La série E —, dite de Riemann, est convergente pour
n
a > 1 et divergente pour 0 < @ <1

Siles f,, sont continues sur (a,b) et que Y, f,, est uniformé-

ment convergente vers f sur (a,b), alors

— sa somume f est aussi continue sur (a,b)
S J? fulw)de converge et a pour somme [7 f(a)de

Si

1. la série Y f, converge uniformément sur [a,b] vers la
fonction f,



