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6.2 Systéme d’équations différentielles

Définition 58 On appelle systéme d’équations différen-
tielles linéaires du premier ordre un systéme de la forme
@' (t) = A(t)x(t) + g(t) avec A(t) € Mun(R) et g(t) € R™.
Définition 59 Une équation différentielle d’ordre n se
met sous la forme d’un systéme de n équations du premier
ordre. En effet, soit Iéquation :

20(8) + aper (82 (E) + ..+ ao(8)2(2) = F(2)

On pose z1(t) = 2(t) , xalt) = 2'(t) ,..., za(t) =
2=1(t), alors Véquation se récrit o'(t) = A()z(t) + g(t)

ol
21(t) 0
za(t) 0
z(t) = : 1g(t) = :
Tn-1(t) 0
Tn(t) f(t)
0 1 0 0
0 0 1 0
At) = :
0 1
—ao(t) —ai(t) —az —an_1(t)

6.3 Existence et unicité des solutions des
systémes différentiels

6.3.1 Systéme homogéne

Proposition 45 Soient to € I et (&1,...,&,) un vecteur
de R*, alors il egiste un unique z € (C'(I,R)" tel que
@'(t) = At)x(t), x(to) = (§1.---.6n) -
Proposition 46
So = {z € () (I, R)"|a"(t) = A{®)a(t)} est un sous-espace
vectoriel de ((C)1(I, R))™ de dimension n.

Toute solution de z'(t) = A(t)z(t) peut donc s’écrire sous
la forme = X", a; X; oit les X; sont n solutions linéaire-
ment indépendantes de z'(t) = A(t)z(t).

6.3.2 Systémes avec second membre

Proposition 47 Soit g € (C°(I,R))". La solution générale
de Uéquation ' (t) = A(t)z(t) + g(t) s’écrit x =z, + zp avec
@, solution particuliére de Uéquation inhomogéne et z, solu-
tion générale de I’équation homogéne.

6.4 Systémes a coefficients constants

Lorsque les coefficients de A ne dépendent pas de ¢, le
systéme est dit & coefficients constants.

6.4.1 Matrice diagonalisable

Si la matrice A (& coeffici ) est di i
sable, alors toute solution de z'(t) = A(t)z(t) s'écrit sous la
forme

n
z(t) = Za,e*“l’,
i1
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ott (Ai)i=1,...,n sont les valeurs propres de A et {Y7,...,Y,}
une base de vecteurs propres correspondants.

6.4.2 Matrice non diagonalisable

Rappel : Toute matrice est trigonalisable dans C.
Si A n’est pas diagonalisable, on écrit :

7'(t) = Az(t) <= 2'(t) = PTP'z(t) <= 2/(t) = T2(t)

ot z(t) = P~'z(t). On a donc

21(t) = Mzi(t) tez(t) +..o 4 tiza(t)
zh Xozo(t) +...4  tanza(t)
(0 = Mzt

avec sur la diagonale de T les valeurs propres de A. On peut
alors résoudre ce systéme en commencant par la derniére
équation, puis on remplace z, par sa valeur dans I'équation
précédente que ’on peut alors résoudre. . .

6.4.3 non a Jiil
constants

On veut résoudre z'(t) = A(t)z(t) + g(t). On suppose
que A(di lisable ou trigonalisable) est blable & A
don o' (t) = PAP~z(t) + g(t) <= P~'a'(t) = AP~'a(t) +
Plg(t) = 2'(t) = A=(t) + (1)

6.5 Second ordre

Une équation différentielle du second ordre s’écrit sous la
forme

ay"(t) +by'(t) + cy(t) = 0,a,b,c € Ra # 0.

Elle se résoud en calculant les racines du trinome caractéris-
tique as® + bs + c. Deux cas peuvent se présenter :
~ Si les racines sont distinctes, on les appelle A; et A et
on a alors y(t) = a1eM? + azetrt,
Si les deux racines sont confondues (donc réelles), ap-
pellons X cette racine double alors on a : y(t) = (o +
ast)e.
Dans le cas de racines complexes, elles sont conjuguées. Si on
cherche une solution réelle, on choisira donc a; et as conju-
gués.

6.6 Coefficients non constants

Passe & I’exo suivant. Si il te reste plus que ga, suicide
toi-)

6.7 Formules magiques

¥'(8) —ay(®) = 0 = y(t) = Cest

Variation de la constante :
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1 Espaces vectoriels

1.1 Généralités

1.1.1 Groupe

Définition 1 On appelle groupe un ensemble G muni d’une
loi de composition interne (c’est a dire d’une application
de G x G dans G), notée par evemple (z,y) — (z+y), qui
posséde les propriétés suivantes :
(i) elle est associative : Vz,y,z € G on a (zty)+z =
z+(y+2),
(ii) elle admet un élément neutre : 3e € G tel que, Yz € G
onaetr=x+e=uz,
(iii) tout élément admet un symétrique (ou opposé ou in-
verse qui est nécessairement unique) : Vr € G,3z € G
tel que 4z = zii =e.

if si la loi de ion est

Un groupe est
commutative.

1.1.2  Espaces vectoriels

Définition 2 Soit K un corps (ses éléments sont des sca-
laires) commutatif. On appelle espace vectoriel sur K un en-
semble E sur lequel on a défini deuz lois de composition :
une loi interne + telle que (E,+) soit un groupe com-
mutatif
- une loi externe définie de Kx E dans E qui posséde les
propriétés suivantes : VA, n € KVE, j€ E :
o (M) = M\(p.3)
o A+ p)d=\THpd
o M@ = ATIAT
o 1.Z3=27 (1 élément unité de K)
Définition 3 Soit F une partic non vide de E. F est un
sous- espace vectoriel de E si et seulement si :
-F#0,
ZjeF=@ijeF,
AeKFeF=>\TFeF.
Proposition 1 Si F et G sont deus sous-espaces vectoriels
de E, alors FNG est un sous espace vectoriel et F UG n’en
est en général pas un.
Définition 4
- On appelle somme de deuz sous-espaces vectoriels F
et G (d’un espace vectoriel E) le sous-espace vectoriel
H de E noté F+G tel que H={T € E|lf =+ 7,7 €
F,7e€G}.
- On dit que F et G sont en somme directe si FNG =0
et on note alors H=F O G.
On dit que F' et G sont supplémentaires dans E si E
est la somme directe de F' et G.
Remarque : H est un sous-espace vectoriel de E

Proposition 2 Si H = F @ G alors VZ € H, il eziste un
couple unique (Z,7) € F x G tel que = if+ Z. En particulier
si E = F ®G alors tout vecteur ¥ € E s’écrit de maniére
unique comme somme d’un élément de F et d’un élément de

1.2 Espaces vectoriels de dimension finie
1.2.1 Familles

Proposition 3
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. Si deug vecteurs d'une famille S = {#....,,} sont
égauz (par exemple T1 = Z2) alors la famille S est liée.

i l'un des vecteurs de S est le vecteur nul, alors S est
liée.

o

. Toute sur-famille dune famille lice est lice (Attention :
n’ajouter que des vecteurs du méme espace).

-~

. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

5. Soit L = {€y,...,&} une famille libre et T un vecteur
tel que LU{Z} est liée, alors T est combinaison linéaire
des éléments de L.

Y

. soit £ = {@1,...,7,} une famille libre et & admettant
une decomposition de la forme & = "% X;&; alors les
coefficients (Ai)1<i<p sont uniques.

Définition 5 On dit que la famille (finic) S = {#1,..., %}
de vecteurs de E est génératrice de E si tout vecteur de E
est combinaison linéaire de Z:,...,&,. On dit qu’un espace
vectoriel est de type fini s'il admet une famille génératrice

finie.

Proposition 4 Toute sur-famille d’une famille génératrice
est génératrice

1.2.2 Bases

Définition 6 Une famille libre et génératrice est appelée
une base.

Proposition 5
~ Une famille £ = {&,,...,&,} est une base de E si et
seulement si tout vecteur & € E se décompose de ma-
niére unique sur &.
- & est une base <= & est une famille génératrice mini-
male <= & est une famille libre mazimale.

1.2.3 Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme 1 Dans un espace vectoriel de type fini, toutes les
bases ont le méme nombre d’éléments.

Définition 7 Soit E un espace vectoriel de type fini diffé-
rent de {0}, on appelle dimension de E et on note dim(E)
le nombre d’éléments d’une base quelcongue de E. Si E = {0}
sa dimension est nulle par définition (c’est d’ailleurs le seul
espace vectoriel de dimension nulle).

Proposition 6 Soit E un espace vectoriel de dimension n,
— Toute famille libre de n éléments est une base,
— Toute famille génératrice de n éléments est une base,
Toute famille de plus de n vecteurs est lice,
- Toute famille de moins de n vecteurs ne peut pas étre
génératrice.
Proposition 7 Soit E un espace vectoriel de dimension n,
F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :
1. dim(F) < dim(E),
2. {dim(F) = dim(E)} < {E = F},
3. dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G),

4. {E = F 0 G} < {dim(F) + dim(G) = dim(E)} et
{FNnG={0}}.



